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1. Einleitung.
Die zum Abstecken und Berichtigen von Gleisbogen
dienenden, bekannten Verfahren fithren entweder nur auf

einem unbequemen Wege zum Ziel oder sie entsprechen be-
ziiglich der Genauigkeit nicht den Antforderungen der mathe-
matischen Analysis.

In der Koordinaten-Geometrie erfordert die Lésung der
Aufgabe langwierige Berechnungen, deren Unbequemlichkeit
noch dadurch erhéht wird, dall im Laufe der Arbeit viele, nur
voritbergehend Bedeutung besitzende Hilfsgriflien zahlenméBig
berechnet werden mussen. Diese Zahlenwerte, wie beispiels-
weise die Koordinaten einzelner Bogenpunkte oder der Bogen-
mittelpunkte, sind gewohnlich so grofi, dal} ihre zahlenméBige
Bestimmung an sich schon viel Aufmerksamkeit und auf viele
Zahlenstellen sich erstreckende Genauigkeit erheischt. Aufler-
dem fehlt oft auch die wihrend der Arbeit so wichtige Uber-
sichtlichkeit und Voraussicht, ohne die man kaum beurteilen
kann, wohin die Rechnungen fithren. Die auf der Ausgleichung
von Pfeilhéhendifferenzen beruhenden Verfahren deren
Entdeckung an die Namen Nalenz und Lefort gebunden ist,
und die bei den verschiedenen Bahnen in verschiedenen Formen
angewandt werden*) — sind zwar frei von derartigen Rech-
nungsschwierigkeiten, kénnen aber dennoch beanstandet
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werden aus dem Grunde, dall sie zur Absteckung des Bogens
nur angendherte Daten liefern. Diese Verfahren entsprechen
den analytischen Bedingungen der Anndherung nur dann, wenn
der Zentriwinkel des zu berichtigenden Bogens nicht zu grof3
ist, und dal auch die zur richtigen Lage fiihrenden Ver-
schiebungen gering sind. Bei groferem Zentriwinkel und bei
groBeren Verschicbungen kann man von diesen Verfahren nur
dann befriedigende Ergebnisse erwarten, wenn man das Be-
richtigungsverfahren noch ein- bis zweimal wiederholt.

Zur Vermeidung dieser Nachteile und Unvollkommenheiten
leiten wir zur Losung des Problems der Bogenabsteckung neue
Gleichungen ab. Diese Gleichungen stellen die Aufgabe in
eine ganz neue Beleuchtung, und sichern ihr nebst einer voll-
kommenen Losung auch eine bequeme Berechnung der Ab-
steckgroBen. Unser, auf diesen (leichungen beruhendes Ver-
fahren ist im allgemeinen durch Einfachheit und Ubersichtlich-
keit gekennzeichnet, es kann in den verwickeltsten Fillen der
Bogenabsteckung mit Vorteil sowohl zeichnerisch wie auch
rechnerisch durchgefithrt werden. Aus unseren Gleichungen
ergibt sich auch die Grundgleichung der erwihnten Verfahren
(Nalenz, Lefort u. a.), was wir im Anhang unserer Arbeit
auch darlegen werden. Dortselbst werden wir noch auf die
Fehler dieser Verfahren des niheren eingehen und auch auf
die weitreichenden mathematischen Beziehungen unseres Ver-
fahrens hinweisen.

I. Bogenabsteckung -mit gegebenem Halbmesser.
2. Wahl, Aufmessen und Aufzeichnen des Standvielecks.

Die Aufgabe der Bogenabsteckung stellen wir folgender-
weise dar. Gegeben sind im Gelinde zwei Gerade, zwischen
denen als Endtangenten einzelne Punkte der Achse eines regel-
mifigen Gleishogens mit gegebenem oder gewissen Bedingungen
entsprechendem Halbmesser abzustecken sind.

Zur ersten Annaherung dieses Bogens stecken wir zwischen
den gegebenen Geraden einen aus Geradenstiicken bestehenden
Linienzug, ein offenes Vieleck ab, das dem abzusteckenden
Bogen schitzungsweise moglich nahe kommt, und dessen
dullere Seiten mit den Tangenten des Bogens zusammenfallen
oder mit ihnen parallel laufen. Dieses Vieleck nennt man das
Standvieleck, und von diesem aus wollen wir die Bogenachse
abstecken. Damit das Standvieleck auch mit stetigen Kurven
leicht in. Verbindung gebracht werden kénne, betrachten wir
es als das umhillende Vieleck einer stetigen Kurve, der so-
genannten Standkurve. Die Tangentenpunkte dieser Kurve
nimmt man nach Belieben an, am bequemsten aber in den
Halbierungspunkten der Seiten des Standvielecks. Sind die
Seiten des Standvielecks untereinander gleich, so sind auch
die Tangentenabschnitte gleich, wodurch die Standkurve als
eine solche Korblinie aufgefalit werden kann, deren einzelne
Kreisbogen in den Halbierungspunkten der einzelnen Seiten
sich berithrend aneinanderschlieBen.

Die einzelnen Seiten und Winkel des Standvielecks kénnen
im allgemeinen beliebig angenommen werden. Jedoch kénnen
gewisse Vereinfachungen ermiglicht werden, wenn entweder
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die Seiten oder die Winkel des Standvielecks, woméglich bei
glinstigen Gelandeverhéltnissen sowohl die Seiten als auch die
Winkel fur sich gleichgrofl genommen werden. Tine solche Ver-
einfachung ist auch die Einfithrung des Korbbogens als Stand-
kurve, was durch die Gleichheit der Seiten ermdglicht wurde,
Im nachstehenden gebrauchen wir diese Aufnahmgestaltungen,
wechselweise. Zuniichst aber nehmen wir die Seiten vor der
Wabrung des Allgemeinen gleichgroll an. Spiter werden wir
gelegentlich auf jene Vorteile hinweisen, die aus der Anwendung
gleicher Seiten oder gleicher Winkel entstehen. Schon hier sei
aber bemerkt, dafl es bei der Berichtigung eines vorhandenen
Bogens wiinschenswert erscheint, einerseits die Seiten zweclks
bequemer Aufmessung gleichgrofl zu wihlen, andererseits die
Eckpunkte zwecks Ausschaltung der Terrainschwierigkeiten
am inneren Rande der #dulleren Schiene aufzunehmen, wie
dies auch die in der Einleitung erwihnten Verfahren tun.
. Man wihle die Seiten des Standvielecks, von denen aus
je ein Punkt des neuen Bogens abgesteckt wird, weder zu groB3
noch zu klein, und zwar deshalb, weil dadurch der abzusteckende
Bogen entweder nur durch zu wenige, voneinander weit

Abb. 1.

Das Standvieleck und die Pfeilhéhen.

entfernte Punkte bestimmt wiire, oder weil sich andrerseits
die Arbeit der Absteckung zu miihselig gestalten wiirde,
Allerdings entsteht daraus, dafl die Winkel des Standvielecks
klein sind, ein gewisser rechnerischer Vorteil, weil die Potenz-
reihen der Winkelfunktionen solcher Winkel mit geniigender
Genauigkeit nach dem ersten oder zweiten Gliede abgebrochen
werden kénnen. All diesen Forderungen kann Gentige geleistet
werden, wenn man die Linge der Seiten des Standvielecks
auf 3 bis 59, des Halbmessers des abzusteckenden Bogens
festsetzt. KEs entsteht aber kein Nachteil dadurch, daB wir die
Seiten griller wihlen, weil die Punkte des neuen Bogens
nachtriiglich durch Einschaltung neuer Kreispunkte leicht
vermehrt werden konnen.

Die Eckpunkte des Standvielecks bezeichnen wir mit den
Zahlen 0, 1, ...x, x41, ...n, n- 1, die Erginzungswinkel
in den einzelnen Eckpunkten mit &, die Linge ihrer Seiten
zwischen den Eckpunkten x und x 41 aber allgemein mit
oxy). In der Abb. 1 und 2 aber nahmen wir die Seiten des
Standvielecks einheitlich mit ¢ bezeichnet gleichgroB an.
Abb. 1 zeigt die Seiten, Winkel und Kriimmungsverhiltnisse
des Standviclecks in der Umgebung des Eckpunktes x. py ist
der Halbmesser des durch die Eckpunkte x—1, x, x 1
gehenden, ry aber des zwei benachbarte Seiten bertihrenden
Kreises. Die Berithrungspunkte des Kreises ry liegen in den

mit X—TZ— und x4 T bezeichneten Seitenmittelpunkten.
-

Die Kreisbogen ry, x =1, ...n, geben jene Korblinie, die
als Standkurve der Absteckung aufgefaBBt wird.

Die Winkel ey, x = 1, .n, werden in gebriuchlicher
Weise entweder unmittelbar mit dem MeBinstrument gemessen,
oder nach den in der Einleitung erwihnten Verfahren durch
die Pfeilhdhen des Bogens, worunter die Héhen der gleich-
schenkligen Dreiecke [x — 1, x, x--1] zu verstehen sind.
Pfeilhéhen messen wir natiirlich nur dann, wenn die Seiten
des Standvielecks gleichgrofl sind.

Die in Punkt x gemessene Pfeilhéhe hy bestimmt zufolge

der aus geometrischen Zusammenhingen entspringenden
Gleichung
. Ex hx a
Sin— = — = — 1)
2 g 2px
die Krimmung des Kreises px und den Winkel ey vollig. Die
Krimmung ergibt sich aus Gl 1) in folgender Gestalt:
L L 2).
X a”
Die Kritmmung ist also mit der Pfeilhohe proportional. Der

Winkel wird nach Reihenentwicklung des Ausdruckes arc
sin hy/o

2 hy 1 fhe\3 .
— 4+ == +... ... 3)
o 3 \o
sein. Ist ey klein, so kann die auf der rechten Seite der Gl 3)
stehende Reihe nach dem ersten oder zweiten Glied abge-
schlossen werden. Schon das zweite Glied ist sehr klein,
wenn ¢ unter der oben eingefiihrten Wertgrenze bleibt. Die
Krimmung der Standkurve ist als reziproker Wert von

Ex =

Ex
zu rechnen.

' 1 /hy\2 i
:1-|-7(§)+...

Iy = QOx - CO8 Durch Reihenentwicklung er-

halten wir
1 2 hy

- L 4).

2

Tx
Bei kleinen ey kann die in Eckklammer stehende Reihe mit
dem zweiten Gliede abgeschlossen werden.

Den Winkel, den die Seite [x, x 4 1] des Standvielecks
mit der ersten Seite [0,1] einschlieBt, bezeichnen wir mit
1. Wir erhalten ihn, wenn wir die Erginzungswinkel ex
von g bis ey summieren. KEs ist also

Tx+}=28& . ... D)
Debnt man die Summierung auf simtliche Ergéinzungswinkel
ex aus, so gewinnen wir den Neigungswinkel ¢ der Endtangenten
(Abb. 2).

Um das Aufzeichnen des Standvielecks zu erleichtern,
bilden wir vorher ein Richtungshiischel, dessen Richt-
linien mit den einzelnen Seiten des Standvielecks parallel
sind (Abb. 2a). Zu diesem Zwecke tragen wir von einem
Punkte O einer zur Anfangstangente parallelen Linie aus der
Reihe nach simtliche Winkel & auf, wodurch ihre Summe
der Gl 5) entsprechend entsteht. Werden anstatt der Winkel
Pleilhohen gemessen, so tragen wir am Umfange eines Kreises
mit dem Halbmesser ¢ die zweifachen Pfeilhéhen 2 hy als
Sehnen nacheinander auf (Abb. 2a). Die so gewonnenen
Teilungspunkte mit dem Mittelpunkt des Kreises o gehen die
einzelnen Richtlinien des Richtungsbiischels, mit deren Hilfe
das Standvieleck schon leicht aufgezeichnet werden lkanm.

Zu den Abb. 2a und 2b sei bemerkt, dal} unter ihnen
derselbe Zusammenhang besteht, wie zwischen einem Vektoren-
vieleck und dem dazu gehérigen Seilvieleck. Das Standvieleck
kann somit derart aufgefalit werden, wie das Seileck der
Pieilhéhen, wenn wir die Pfeilhdhen in ihrer wirklichen Lage
als Kriifte betrachten, die nach Richtung und GréBe gegeben
sind.

Kénnte man die Abb, 2b in einem geniigend groflen Maf-
stabe herstellen, so wiire darin erginzend nur noch der geplante
neue Bogen zu konstruieren, damit uns ein entsprechender
Bogenabsteckplan zur Verfiigung stimnde, aus dem die Ab-
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stinde der Einzelpunkte des abzusteckenden Bogens vom
Standvieleck unmittelbar entnommen werden kénnten. Be-
dauerlicherweise aber ist dies infolge des groflen Umfanges des
Bogens nicht moglich, weil man die erwihnten Abstiande bei
den anwendbaren MaBstiben selbst nicht annihernd fest-
stellen kann, Um diese Schwicrigkeit umgehen zu kénnen, be-
leuchten wir die gegenseitige Lage des
Standvielecks und  des abzusteckenden
Bogens mit einer anderen Methode, und
zwar einem Verschiebungsplane, der
das unmittelbare Abgreifen der einzelnen
Distanzen ermdoglicht.

Der Lageplan des Standvielecks wird
nur dazu dienen, um auf diesem einerseits
die Endtangentenabschnitte der Standkurve
annihernd bestimmen, andrerseits die Ab-
stinde des abzusteckenden Bogens von dem
Standvieleck zwecks Absteckung aufzeichnen
zu kénnen. Ist die angenidherte Bestimmung
einzelner Mafle in gegebenem Falle nicht
notig, so kann der Lageplan weggelassen,
und zwecks Zusammenstellung und Sicherung
der Absteckungsmalle eine einfachere Ab-
bildung, das in einer geraden Linie ent-
wickelte Bild des Standvielecks gebraucht
werden.,

3. Der Verschiebungsplan.

Das Problem der Bogenabsteckung kann
im allgemeinen als geldst betrachtet werden,
wenn wir jene gegenseitigen Verschiebungen
herstellen kénnen, die zwischen den einander
zugeordneten Punkten zweier Kurven, des
abzusteckenden Bogens und der Standkurve, bestehen. Diese
nach Richtung und Grélle anzugebenden Verschiebungen be-
stimmen die eine Kurve aus der anderen eindeutig.

Zwischen den Punkten beider Kurven kann eine sehr
cinfache und fiir unsere Zwecke besonders geeignete Ver-
bindung dadurch hergestellt werden, daf wir die
parallelen Tangenten und deren Beriihrungspunkte
beider Kurven einander zuordnen. Zwecks Aus-
gestaltung dieser Verbindung gehen wir vom Stand-
vieleck aus, an dessen Seiten wir die Berithrungs-
punkte der Standkurve schon angenommen haben.
Denken wir uns ein mit diesem Vielecke parallel-
seitiges, umbhiillendes Vieleck auch neben den abzu-
steckenden Bogen gelegt, und stellen wir auch an
seinen Seiten die Berithrungspunkte fest. Dieses
Vieleck wollen wir im nachstehenden das Bogen-
vieleck nennen. Die Berithrungspunkte des Bogen.-
viclecks ontsprechen den Bertihrungspunkten des
Standvielecks. Unsere nichste Aufgabe besteht darin,
die gegenseitigen Verschiebungen der entsprechenden
Punkte herzustellen.

In Abb. 3 stellt A einen Teil des Standvielecks,
B aber denselben des mit jenen parallelen Bogen-
vielecks in der Umgebung des x-ten Eckpunktes

Abb.

a,

dar. Ax—1, Ag; By, By bezeichnen Eckpunkte,
A-\'*é, Acils Bx,gz,, Bx+;: aber Beriihrungspunkte. Diese

Punkte werden wir sonst bei der Anwendung nur mit den
Ziffern der Zeiger bezeichnen. Die in den Berithrungspunkten
errichteten Normalen schlieBen miteinander den Neigungs-
winkel ey ein, und die entsprechenden Normalen beider Vielecke
sind einander parallel. My ist der Schnittpunkt der Normalen
vom Standvielecke, Ny aber derselbe vom Bogenvielecke.

Die im x-ten Eckpunkte sich treffenden Tangentenab-

Bx

L
g 3

schnitte sind Ay 1 Ay = a‘é und A ;—ix..;_é = b_\‘;i hzw. Bx_

=a® und By B_\-+.J,.=b§, in deren abgekiirzter Bezeichnung
(at‘é, ...) wir den oberen Zeiger nur dann ausschreiben werden,
wenn das Weglassen desselben zu Irrtitmern fiihren kionnte.
Die Seiten der Vielecke bezeichnen wir zwischen dem (x—1)-
ten und x-ten Eckpunkte allgemein mit gx_1; wollen wir aber

d -/
Richtungshischel.

2. Das Standvieleck und sein Richtungsbiischel.

die Seiten des Standvielecks von den des Bogenvielecks unter-
scheiden, dann gebrauchen wir die Bezeichnungen o%_1 und

o

03\.3_1.. Allgemein besteht aber: by +ay=oy 1.

g 2

Im vorigen
Abschnitte war ox_) = ¢ konstant.

Abhb. 3.

Ein Teil des Stand- und Bogenvielecks und Verschiebungsplan derselben.

Die Tangentenabschnitte des Standvielecks sind durch
die Annahme der Berithrungspunkte gegeben. Nach Annahme

f ; ; i 1 Al 1
des vorigen Abschuittes z. B. ist bi_l =ak= 5 0x—} =5 0.

Die Tangentenabschnitte des Bogenvielecks kénnen aus dem
Halbmesser R des Bogens und dem Winkel ey nach folgenden
Gleichungen berechnet werden:

B B
ay =by =R-tg

m
]

: ..l..ﬁ).

o]
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Da ein Gleishogen gewéhnlich aus zwei Ubergangsbogen und
einem Kreishogen besteht, mul bemerkt werden, daf die
Gl. 6) nur fir den Teil des Kreishogens Giiltigkeit besitzen.
Fiir die Ubergangsbogen berechnen wir iiberhaupt keine
Tangentenabschnitte, weil wir sie im Laufe unseres Verfahrens
nicht benétigen. Da es aber in einzelnen Fillen auch die Fest-
setzung der Tangentenabschnitte der Ubergangsbogen als
wiinschenswert erscheinen kann, so werden wir uns mit dieser
Aufgabe spiter niher befagsen.

Die Tangentenabschnitte und der Winkel e¢ bestimmen

die Deltoide Ax 1 AcAx, 1 My und By 3 BxBey 3 Ny voll-
stindig, die wir im folgenden abgekiirzt mit [Ax My] und [Bx Nx]
bezeichnen. Aus diesen Deltoiden kénnen auch die Normal-
abschnitte ausgerechnet werden. Ist dabei ex sehr klein oder
im Grenziibergange zu Null begriffen (ex —3 0), dann sind
diese Abschnitte einander gleich und geben den Krimmungs-
halbmesser der betreffenden Kurve.

Man zerlege die Verschiebung der Berithrungspunkte des
Bogenvielecks von den entsprechenden Punkten des Standviel-

ecks, d. h. die Verschiebungsvektoren AX‘% BX,,}E und

Axy1 Byyy in der Richtung der Tangente und Normalen in

je zwei Komponenten und trage diese mit sich selbst parallel
von einem beliebig gewihlten A" Punkte der Ebene auf (Abb. 3b).

Die Tangentenkomponenten sind Ax 1 H = A"H' =ux_1 und
—Ax+; K=A"K'= Uy 1, die Normalkomponenten aber H Bx_3 =

=HBx_ 1= vx3 wnd K By =K le_i__}l_:V:_;_ ;. Die
vorigen kann man Lédngsverschiebungen, die letzteren
Querverschiebungen nennen. Diese Gleichheiten sind vom
MafBstabe der Abb. 3a und 3b selbstverstindlich unabhéngig,
was deshalb betont werden mul3, weil wir Abb. 3b in einem
wesentlich gréBeren Mallstabe herstellen als Abb. 3a, um
einzelne Abstinde aus dieser Abbildung auch durch Abmessen
bestimmen zu kénnen.

Die aus den Punkten B'x_j und B’Hé mit den ent-
sprechenden Tangenten gezogene Parallelen stehen auf den
Normalkomponenten vx_3 und vy} senkrecht und schneiden

einander im Punkte B'x, wiahrend der Schnittpunkt der Normal-
komponenten N’y ist. Das Deltoid [B'x N'x] steht im engen
Zusammenhange mit den Deltoiden [BxNx] und [AxMx], da
jede einzelne geiner Seiten mit dem Unterschiede der
entsprechenden Seiten der letzteren gleich ist.

Um diesen Lebrsatz zu beweisen, wollen wir Abb. 3b
von 3a derart ableiten, dal} die Verschiebungsvektoren parallel
verschoben werden und ihre Anfangspunkte von As_j und
Axyy in den Punkt Ay geraten. Dadurch wird klar, dal} die

Endpunkte an den Seiten des Bogenvielecks — von Bx_1

. . . A A -
und By, 3 ausgehend — die Verschiebungen ay und by erleiden.

Somit konnen also folgende Clleichungen angeschrieben
werden:
day =ar —al 7
Sby =02 — b2 "

wo d ax und d by abgekiirzte Zeichen der in Abb. 3 b dargestellten
Abstinde B'x_1 B’y und B’y B'x_;_.;‘ sind. Der Unterschied der
Tangentenabschnitte ist also gleich mit den entsprechenden
Seiten des Deltoides [B’x N'x]. Ebenso einleuchtend ist, daf}
auch zwischen den Normalabschnitten ahnliche Zusammen-
hénge bestehen.

Im Laufe dieses Vorgehens gingen wir mittels Verschiebung
der Beriihrungspunkte von der Kurve A in die Kurve B iiber,
wobei wir fanden, daf} wihrend dieses Uberganges die Tan-
gentenabschnitte einen Zuwachs d ay und § by erfuhren. Ist
also a-if =ay und bi = by, s0 sind aI\j =ayx +0ay und bf:
=byg 46 by. Im allgemeinen wird jener Zuwachs jeder auf

diese Kurven bezughabenden Grife, die beim Ubergange von
einer Kurve in die andere (hier von A in B) entsteht, mit dem
Variationszeichen d bezeichnet, withrend zur Bezeichnung der
entlang der einzelnen Kurven entstehenden Anderungen das
Differenzenzeichen A oder das Differenzialzeichen d dient. So
sind z. B. die zu den entsprechenden Punkten zweier Kurven
gehérenden Bogenlangen s und s 44 s, wihrend die Bogen-
lingen. tiir je zwei benachbarte Punkte der einzelnen Kurven s
und 8 + 4 s oder s und s -+ds sind, je nach dem MaBe des
Abstandes beider Punkte. In unserem Falle sind die Tangenten
der entsprechenden Punkte der zwei Kurven parallel, und so
ist der Zuwachs des Tangentenwinkels 7 im Ubergange von
einer Kurve zur anderen § v =0, wihrend entlang den Kurven
selbst A v =¢ ist.

In Abb. 3b kommen auller der Verschiebung der Be-
rithrungspunkte der Bogen A und B auch noch andere Ver-
schiecbungen vor, wie z. B. die Verschiebung A’ B’y = A By
der Eckpunkte Ay und By, oder jene A'N'y=M N’y der
Normalpunkte My und Ny. Hier finden wir ferner den
Vektor B’x_é,B'x_,_,g,. vor, den Vektor jener relativen Ver-
schiebung, welche die den Endpunkten des Vektors ent-
sprechenden Punkte beim Ubergange vom Vieleck A in das
Vieleck B erleiden. Zeichnen wir aus Punkt A', dem sogenannten
Pol, alle jene Verschiebungsvektoren auf, die zwischen den
Berithrungspunkten oder den Eckpunkten des Stand- und des
Bogenvielecks bestehen, so liegen ihre Endpunkte auf einem
Vielecke B’, wobei alle durch zwei Punkte derselben bestimmten
Vektoren im Ubergange vom Vielecke A in B die relative Ver-
schiebung zweier Punkte darstellen. Dementsprechend nennen
wir das Vieleck B’ und die es umhiillende, nach dem Grenziber-
gang é—> 0 entstehende stetige Kurve dierelative Verschie-
bungslinie des Vielecks oder der Kurve A und B, kuwrz das
relative Bild, oder noch kiuzer das Bogenbild. Genauer
ausgedriickt mul gesagt werden, dall diese relative Ver-
schiebungslinie das auf die Standkurve A bezogene relative
Bild des Bogens B ist. Die Benennung ,relatives Bild™ ent-
steht aus der Vorstellung, dafl eine entlang der Standkurve A
schreitende Person die Bewegung ecines am Bogen B gleich-
zeitig sich bewegenden entsprechenden Punktes so sieht, wie
wenn sie die Bewegung des entsprechenden Punktes des rela-
tiven Bildes B’ im Pol A’ stehend betrachten wiirde,

Nach dem oben ausgesprochenen Lehrsatze ist die Linge
des relativen Bildes B’ mit dem Unterschiede der ent-
sprechenden Bogenlingen der Bogen B und A gleich,
wihrend dessen Krimmungshalbmesser mit dem
Unterschiede der entsprechenden Halkmesser des
Bogens B und A gleich ist. Diese Feststellung wird in
unserem nachstehend zu entwickelnden Verfahren als Grund-
satz dienen.

Abgesehen von der Richtung der Verschiebungsvektoren
nennen wir das relative Bild B’ samt dem Pol A’ den gegen-
seitigen Verschiebungsplan des Bogens A und B, weil er
mit vom Pol weggerichteten Vektorensinne die Verschiebungen
der Punkte des Bogens B von den Punkten des Bogens A, mit
zum Pol gerichtetem Vektorensinne aber jene der Punkte des
Bogens A von denen des Bogens B darstellt. Doch kann der
auf die Standkurve A bezogene Verschiebungsplan des Bogens
B anstatt dem aus dem Pol gerichteten Vektorensinne mit
einem zum Pol gerichteten Vektorensinne verfertigt werden,
durch Auftragen der Elemente der relativen Verschiebungs-
linie in. entgegengesetzter Richtung, wodurch wir den in
Abb. 3b dargestellten Plan in einer um 180° verdrehten Lage
erhalten. In diesem Falle aber wechseln A und B im Ver-
schiehungsplane ihre Rollen, demzufolge die relative Ver-
schiebungslinie mit A’, der Pol aber mit B’ bezeichnet werden
mull. Auch die nihere Benennung der Verschiebungslinie
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andert sich, indem diese hier das auf den Bogen B bezogene | fertigen koénnen, und so wire Abb. 4d entbehrlich. Im er-

relative Bild der Standkurve A genannt wird.

4, Absteckplan eines Bogens mit gegebenem Halbmesser.

Nachdem der Begriff des gegenseitigen Verschiebungs-
planes zweier Bogen eingefiihrt ist, wird nunmehr der Absteck-
plan jenes Kreisbogens konstruiert, dessen Halbmesser gegeben,
ist, und der mittels entsprechenden Ubergangsbogen sich an
zwei gegebenen Geraden anschliefen soll.

Abb. 4 stellt skizzenhaft das zur Absteckung des Bogens
dienende Standvieleck (A) und in der Nihe dieses Vielecks
den abzusteckenden Bogen (B) mit dem Halb-
messer R dar, welcher Bogen von den im
Gelande gegebenen Geraden t, tin einer gewissen

Entfernung f — dem Parameter der in Aus-
sicht genommenen Ubergangsbogen — zuriick-

bleiben mull. Auf die Berechnung des Wertes f
werden wir spiter noch zuriickkommen. Auf
dem Kreishogen B sind auch die Beriihrungs-
punkte des Bogenvielecks vermerkt. Nach Auf-
messung der Seiten und Winkel des Standvielecks
verfertigen wir das Richtungsbiischel (Abb. 4a)
und mit Hilfe dessen den Lageplan des Stand-
vielecks, ferner mittels der aus den Gl. 6) und 7)
errechneten Tangentenabschnitten das auf das
Standvicleck bezogene relative Bild des abzu-
steckenden Bogens oder Bogenvielecks (B,
Abb. 4c¢). Hier mulBl bemerkt werden, dal}
jene Tangentenabschnitte, die rechnungsméfig
negativen Wertes sind, bei der Konstruktion
des Bogenbildes B’ im negativen Sinne aufzu-
tragen sind, wie das auch in Abb. 4c¢ mit den
Tangentenabschnitten db, und da, geschehen ist.

Zum Bogenbilde B’ muli noch der Pol A’
konstruiert werden, um den vollstindigen Ver-
schiebungsplan zu erhalten. Wire die Ver-
schiehung eines Tangentialpunktes, z. B. des
ersten Punktes des Bogenvielecks vom ent-
sprechenden Punkte des Standvielecks bekannt,
dann kénnte der Ort des Pols A’ mach dem
vorigen Abschnitte leicht festgestellt werden.
Statt dessen ist aber hier je eine Verschiebungs-
komponente des ersten und letzten Tangential-
punktes des Bogenvielecks bekannt, und zwar

die Normalkomponenten, deren Grofie an beiden Sy e
l RS

Stellen f ist. Diese Aufgabe ist also eine so-
genannte Randwertsaufgabe. Zieht man nun

orterten Fall aber kann der Lageplan, der nur zur Orientierung
dient, ginzlich auller acht gelassen werden, und anstatt dessen
die viel einfachere Abh. 4d gebracht werden.

Die Konstruktion des relativen Bildes B’ und die Be-
rechnung der Tangentenabschnitte kann etwas vereinfacht
werden, wenn man die Seiten des Standvielecks gleichgrol}
annimmt, die Winkel ¢ aber klein wiahlt und mit Pfeilhéhen

. . : : . €x Ex
mift. In diesem Falle kann sin anstatt tg 5 gesetzt werden,

was in der Gl 6) nach Gl. 1) mit hy/o ersetzt werden kann.

b,
Lageplan.

~ P d
A bsz‘ec/runjgsp/aﬂ.

Uy 5

Vi5
Va5
£

von den Punkten 0,5 und 5,5 des relativen
Bildes B’ in der Entfernung f zu den End- Q,ei[,
tangenten je eine Parallele, so erhialt man im
Schnittpunkte dieser Geraden den gesuchten
Pol A’. Diese mit t' bezeichneten Parallelen
entsprechen, den Endtangenten t, der Pol A’ aber dem
Standvielecke. Beim Auftragen der Entfernungen f muf
darauf geachtet werden, dall diese an ein und dieselbe Seite
der Geraden t', t' und t, t zu liegen kommen. Der Pol A’
und dag relative Bild B’ bilden mit dem vom Pol weg-
gerichteten Vektorensinne den Verschiebungsplan des abzu-
steckenden Bogens. '

Nach der Konstruktion des Verschiebungsplanes setzen
wir die Tangenten- und Normalkomponenten der einzelnen
Verschiebungen fest und tragen diese in Abb. 4d am gerad-
linig ausgespannten Bilde des Standvielecks — von den
Halbierungspunkten der Seiten des Standvielecks ausgehend
— auf, um diese hei der Absteckung des Bogens zur Verfiigung
zu haben. Diesen sogenannten Absteckplan hiitten wir auch
im Zusammenhang mit dem Lageplan des Standvielecks ver-

Y5
Vs.5 |
g T

Abb. 4.

Absteckplan eines Bogens mit gegebenem Halbmesser aus dem Standvieleck.

Somit ergeben. sich die Tangentenabschnitte des relativen
Bildes aus Gl. 7) zu:

R o R a? .
(Sax:@bx :T-g' ]l\—?:; hx-—-——“ﬁ b)

Das in Klammer stehende zweite Glied bedeutet die Pfeilhéhe,
die am Kreisbogen R der Sehnenteilung o entspricht. Die
Tangentenabschnitte des Bogenbildes B’ sind also mit dem
Unterschiede der Pfeilhéhen der Bogen A und B — immer
bezogen auf dieselbe Sehnenteilung ¢ — proportional.

Mit Hilte des Absteckplanes steckt man nur den Kreis-
bogenteil des Bogens ab, und zwar genau so viele Punkte von
ihm, als das Standvieleck Seiten besitzt. Fiir die Absteckung
der Punkte der Ubergangsbogen muB besonders gesorgt werden,
was keine Schwierigkeiten bereitet, wenn die Entfernung des
Anfangspunktes des Ubergangsbogens von der Normalen des
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Punktes Bg,s bzw. Bs s bereits bekannt ist. Diese Entfernung
ist, wie wir noch sehen werden, in groBer Anniherung gleich
der halben Linge des Ubergangsbogens. In den Halbierungs-
punkten der Ordinaten f der Punkte By und Bjj; erhalten
wir ebenfalls mit groBer Anniherung je einen Punkt der
Ubergangsbogen.

Sind die Gelindeverhiltnisse giinstig, so gestaltet sich
das Konstruieren des Absteckplanes sehr einfach, da man in
diesem Falle auller den Seiten des Standvielecks auch dessen
Winkel gleichgrofi wihlen kann. Die Standkurve wird dann
ein Kreisbogen, der aber nur die eine Tangente t beriihren
kann, wéhrend er von der anderen in einem durch die will-
kiirliche Annahme des Anfangsheriihrungspunktes herrithrenden
Abstande zuriickbleibt. Das Bogenbild B’ wird ebenfalls ein
Kreisbogen sein, und der Pol A’ a3t sich auch in diesem Falle
sehr einfach bestimmen, und zwar im Abstand f von der
einen, und f—e von der anderen Tangente aus, wo e den
Abstand der letzten Seite des Standvielecks von der End-
tangente t bedeutet.

Hier wollen wir auch noch darauf zeigen, auf welche Weise
die Ubergangshogen in den Absteckplan besser einbezogen
werden kénnen, Hs ist angezeigt, schon bei der Aufnahme des
Standvielecks darauf zu achten, ob wir aus dem Standvieleck

S

Abb. 5. Seilbogen mit der Kriimmung belastet.

auch die Ubergangsbogen abstecken wollen, oder uns allein
mit der Absteckung des Kreisbogens begniigen. Im ersten
Falle trachten wir ndmlich, uns durch Fithrung des Stand-
vielecks nach den Ubergangsbogen dadurch zu richten, daf}

wir die ersten und letzten Winkel des Standvielecks — bei
gleichen Seiten — kleiner wihlen als die ibrigen Winkel.

Dadurch gestalten sich die Tangentenabschnitte des Bogen-
bildes B’ auch nicht allzu grol3, und somit kann der Mafstab
des Bogenbildes B’ moglichst grofi gewihlt werden,

Wollen wir in dem Absteckplan auch die Verschiebungen
der einzelnen Punkte der Ubergangsbogen geben, dann be-
stimme man die Tangentenabschnitte der Ubergangsbogen
in nachstehender Weise; ansonsten ist das Verfahren dasselbe
wie oben.

Man nehme ein Seil an und belaste es in der Richtung
der Normalen mit solchen spezifischen Driicken, die kontinuier-
lich den Krimmungen einer beliebigen Kurve entsprechen

1
k=—= T) nimmt

r ds
das Seil die 'orm derselben Kurve an, denn es entsteht an
jedem Punkte der Kurve in den Richtungen der Kurven-

(Abb. 5). Als Folge dieser Belastung

tangenten eine der Einheit gleiche Seilkraft [ S = lxlﬁ = il),
dr

die in jedem endlichen und unendlich kleinen Stiick der Kurve
mit der von der Kriimmung gegebenen Belastung im Gleich-
gewicht steht. Es miissen sich somit die Endtangenten eines
Bogenstiickes als Trager der Seilkrifte infolge des Gleich-

gewichtes auf der Mittelkraft der Belastung schneiden (Abb. 5).
Ist der Neigungswinkel der Endtangenten, ey, klein, so ist der
auf den Bogen wirkende Druck in jedem Punkte des Bogens
als mit der Normalen der Sehne ¢ parallel zu betrachten
(ALb. 3). Die Belastung des Bogens kann also auf diesem
kurzen Bogenstiick durch seine Krimmungsfliche ersetzt
werden, worunter die Darstellung der von der Bogenlinge
abhingigen Kriimmung in einem rechteckigen Koordinaten-
system zu verstehen ist. Es schneiden sich daher die End-
tangenten des Bogenstiickes in der Schwerlinie der Kriim-
mungsfliche, und es ist auch die Summe der Tangenten-
absehnitte a, und by der Sehne ¢ als annidhernd gleich zu
betrachten. Bei kleinen Winkeln e kénnen die Tangenten-
abschnitte a, und by aus den trapezartigen Lamellen der
Kriimmungsfliche der Ubergangsbogen und dessen Schwer-
linien ohne weiteres bestimmt werden. Wir bemerken, daf}
wir nicht allzu sehr fehlen, wenn wir die Trapezschwerlinien
— ohne sie genauer zu berechnen — nach Gefiihl aufnehmen.

5. Differenzengleichungen der Bogenabsteckung.

Um die Verschicbungen vom Standvieleck des abzu-
steckenden Bogens nicht nur konstruieren, sondern auch
berechnen zu kénnen, wollen wir zu Abb. 3 zurtickkehren
und den dort ersichtlichen Zusammenhingen einen mathe-
matischen Ausdruck geben.

In Abb.3b bhilden die benachbarten Verschiebungs-
komponenten und Tangentenabschnitte ein Sechseck, in dem
der eine Winkel ¢y, der gegeniiberliegende g—ey ist, die {ibrigen
vier aber rechte Winkel sind. Projiziert man die Seiten
zuerst auf die Linie der Komponenten ug. 3, nachher auf jene

VOn Vil den Seiten und Winkeln

dieses Sechsecks sehr einfache Zusammenhinge festgestellt
werden. Aus der Summe dieser Projektionen erhalten wir die
Differenzengleichungen des Problemes der Bogen-
absteckung:

so koénnen zwischen

Uge1 =0 bx | (dax 4 ux_1) - cos ex— Vy_1 - sin & 1 9)
Vil = (day + Ug_1)-sin ex + vy 1-cosex Jf e
wobei nach Gl. 6) und 7)
Ex 1
d Ay = R- tg?_'; O'X_%
-~ ~ o
& 1 10),
e
dby=R-tg SR Ox+]
und x =1, ... n.
Sind die Seiten des Standvielecks einander gleich, d. h.
., 1 1 &x .
isb 0z} = 5 Ox+3=1Ix" g %, wo 1y den Krimmungs-

halbmesser der Standkurve bedeutet (Abb. 1), dann koénnen
die @Gl 9) nach Einfihrung des Zuwachses dry=R — 1y
und nach den entsprechenden Umformungen in der folgenden
Gestalt geschrieben werden:

Ug 1= Uy - COS &x — (Vx—}— O 1x) - sin ex o

Vx43=0Tx | Ux ) SN &x + (Vx4 — drx) - cos ex} 6 P
Diese Gleichungen kinnen auch unmittelbar aus den Pro-
jektionen der Seiten des in Abb.3b ersichtlichen Vierecks
A'H'N' K’ angeschrichen werden, wenn man beachtet, dal
in diesem Falle die Normalabschnitte einander gleich sind,
d. h. By 1 N'x =By N'x=drx

Unsere Differenzengleichungen gehen in zwei Differential-
gleichungen iiber, wenn beim Grenziibergang &, —» 0 folgende
Substitutionen durchgefithrt werden: sinexy=—ey=d 7, cosex=—1,
dax-o0by=0ds=dr-dz, 11x+]l,mux_1,:c1u, Vx41—Vx-1=dvV;

P

2

ferner ist in der ersten Gleichung vo_1=v, in der zweiten
aber uy_3=u zu setzen und da, neben u zu vernachlissigen.
Hier bedeutet T den Tangentenwinkel, s die Bogenliange und
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r den Krimmungshalbmesser. Mit den solcherweise ent-
stehenden Differenzialgleichungen werden wir uns im Nachtrag
niher befassen.

Die GL 9) und 9%) betrachten wir vorliufig als rekursive

Formeln, mit deren Hilfe die mit x —1'—; bezeichneten Kom-

&

. 1 .
ponenten aus denen mit x — 5 bezeichneten berechnet werden

kénnen. Die Vorzeichenregel der Verschiebungskomponenten
wird nach Abb. 3, entsprechend dem von seinem Pol aus
gerichteten Verschiebungsplan festgestellt, wobei die Kom-
ponenten als positiv zu betrachten sind, wenn die Kom-
ponenten u an den Seiten des Standvielecks in die Richtung
der fortschreitenden Numerierung zeigen, und wenn die
Komponenten v von der konvexen Seite des Standvielecks
nach aullen gerichtet sind. Das Vorzeichen der zu diesen
entgegengesetzt gerichteten Komponenten ist negativ. In
Abb. 4 z. B.ist vo5 =v55 = — f, weil diese Komponenten an,
der konkaven Seite des Standvielecks nach innen zeigen.

Sind die Verschiebungskomponenten des ersten Bogen-
punktes bekannt, so koénnen mit Hilfe der Gl 9) auch die
Verschiebungskomponenten jedes einzelnen Bogenpunktes vom
zweiten bis zum letzten ausgerechnet werden. Von den Ver-
schiebungskomponenten des ersten Punktes ist aber nur v
unmittelbar bekannt (vp s = —f), wihrend ug; aus der Rand-
bedingung vy, 1= — f festzustellen ist. Um ug 5 ausrechnen
zu konnen, gehen wir von einem beliebig aufzunehmenden Werte
uw'y,5, 2. B. wo; =0 aus. Die Gl 9) fithren aus dem Versuchs-
werte u'y 5 durch die Reihe der iibrigen Verschiebungs-

Bei dem rechnerischen Verfahren bedeutet ein Stand-
vieleck, dessen Winkel gleichgrol sind, einen grolien Vorteil,
weil in diesem Falle sin ex = sin ¢ und cos ey = cos & in simt-
lichen Gleichungen die gleichen Beiwerte liefern. Diese Winkel
kénnen bei allen Gelindeverhéltnissen durch entsprechende
und untereinander verschiedene Annahme der Gréflen der
Seiten des Standvielecks gleichgrofl gemacht werden, wie diese
auch in den GI. 10) dargestellt sind. Bei Festsetzung des
Winkels e muli natiirlich die Gleichung n - e = & beachtet werden.

6. Das Infegral der Differenzengleichungen.

Es wird zundchst der Fall erdrtert, dall die Standkurve A
und der abzusteckende Bogen B Kreishogen mit gleichem
Halbmesser sind und nur durch eine parallele Verschiebung
voneimander abweichen (Abb. 7). Dann sind die Tangenten-
abschnitte beider ICurven gleich und es kann in den Differenzen-

GL 9) day =8 by =0 ecingesetzt werden. Unsere Gleichungen
Uyl = Uyg_1* COS &x — Vx_1 - sin £x, | )
Vel = Ug_1 - Sin &g + Vg1 - 008 &x f s wws 48)

bilden jetzt mach uw und v ein

homogenes System, und zwar das 5

homogene System der vollstindigen z

komponenten zu den letzten, die wir mit u’y 1 und ? 5:'5 !
i T - - 1 e e e e
v'hai bezeichnen wollen. Die Normalkomponente ' u”
P . . : : 25
v'pe 1 geniigt aber im allgemeinen der Randbedingung
® Abb. 6. Die Verschiebung des Standvielecks in der Richtung

Vnt1 = — fnicht, weshalb diese Versuchskomponenten
einer Korrektion bediirfen.

Zwecks Durchfithrung der nétigen Korrektion geben wir
dem Standvieleck aufler den Versuchsverschiebungen noch
eine neuere Verschiebung in der Richtung der Anfangstangente
{Abb. 6). Diese mit u”y5 zu bezeichnende Verschiebung ist
in jedem Punkte des Standvielecks gleich. Die Projektionen
dieser Verschiebung auf die Tangenten und Normalen ergeben
Lings- und Querverschiebungen. Da u”y5 auf vy; lotrecht
steht, beeinflullt diese Korrelktion die Randbedingung v 5= —
nicht. Die Projektion von u'’o; auf der letzten Normalen
des Standvielecks aber gibt die Querverschiebung vy 1=

=u"p5-sing, wo « den Zentriwinkel bedeutet.
aus folgender Gleichung zu berechnen:
Vpep=—F=vhip+ 15 sine . ..

11”1},5 is

. A1)

Wiederholt man nun die Berechnung der Verschiebungs-
komponenten mit den Anfangswerten ugs=u'g ;4195 und
v, — — f, so erhalten wir die den Randbedingungen ent-
sprechenden, endgiiltigen Verschiebungskomponenten. Ein-
facher kommen wir zum Ziel, wenn anstatt Wiederholung
der ganzen Berechnung nur die der Verschiebung u”y 5 ent-
sprechenden Komponenten aus den erwihnten Projektionen
ausgerechnet, und dann diese zu den schon gefundenen
Versuchskomponenten u’y 1 und v'x 1 addiert werden. Autf
solche Weise entstehen folgende Gleichungen:

r 1 L T
Ux_|_:I_, = u x+"1"—| u g,5 * CO8 TX.I_.]J. 1 12
Vegpl = Vgr1-+ 1705 sin Tyl b A2
X+4° X+ 0,5 " * Xty

wo 7y.1 wieder den Neigungswinkel der Seite (x, x-1) mit
der Anﬂmgstangunte bedeutet.

Wie ersichtlich, ist die Befriedigung der Randbedingungen
bei dem rechnerischen Verfahren umstindlicher als bei
graphischem, das ohne jeden Versuch bequem zum Pol A’

und somit zu den richtigen Verschiebungen fiihrt.

der Anfangstangente.

Differenzen-Gl. 9).
Systems ist

Die allgemeine Losung des homogenen

Uggr = O - cos g1 — Cy - sin 7er 1, |
b 3 - - 14
Vg = Cpesin vepn 4+ Gy - cos Teyq J} - 14),
L%
WO Typl =2 &g, ) und €, aber Festwerte der Integration

X
sind. Von der Richtigkeit dieser Lésung kann man sich tiber-
zeugen, wenn man die Komponenten ug_1 und vg_1 nach
Gl. 14) ausgedriickt in die Gl 13) einsetzt, woraus die mit
den Gl 14) gegebenen Ausdriicke der Komponenten uy., ]

und vy,1 identisch zu erhalten sind.

Das Vorbergesagte ist auch dann allgemein giiltig, wenn
A und B nicht zwei Kreise, sondern zwei kongruente Kurven
sind, die auseinander durch parallele Verschiebung entstanden
gedacht werden kénnen.

In Abb. 7 sind die parallelen Verschiebungen der ent-
sprechenden Punkte der kongruenten Bogen A und B ver-
anschaulicht. Die die Bogen umbhiillenden parallelen Vielecke
gind in der Abbildung nicht angedeutet, es sind nur je drei
Tangentenpunkte derselben ersichtlich gemacht. Von der
Verschiebung der entsprechenden Punkte, mnamentlich von
der Resultierenden der Komponenten ug, 1 und Vil kann
nachgewiesen werden, dall deren aus Gl. 14) erhaltbaren
GroBe und Richtung von x unabhingig ist. Um die GrifBle
der Resultierenden feststellen zu kénnen, mufl der Wert

W=7 ugy1®+ vy, 1? ausgerechnet werden, wihrend zur Be-
; ) . Vx4

stimmung der Richtung die Berechnung tg o — , bzw.
Ugel

tg (@ +7yry) dient.
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Die Festwerte der Integration sind die dem Anfangs-
werte 79,5 =0 entsprechenden Verschiehungskomponenten:
C; =uyg,5 und C, = vp,5. Am Ende des vorstehenden Abschnittes
wurde der Versuchsbhogen in der Richtung der Anfangs-
tangente mit u’’y 5 verschoben. In diesem Falle ist ¢} =u"/g 5
und C, =0, welche Werte aus den Gl 14) zu den zweiten
Gliedern der rechten Seite in Gl. 12) fihren.

Abb. 7.

Parallele Verschiebung kongruenter Bogen.

Die aus den GL 9) mit beliebigen Anfangswerten u'p;
und v’ gerechneten Versuchskomponenten u'yy 1 und v'cig
bilden eine partikulire Losung des inhomogenen Systems 9).
Dazu mubB noch die allgemeine Lésung des homogenen Systems
addiert werden, damit die allgemeine Lisung des inhomogenen
Systems:

Uxp3 =Wyt 3+ Cp-cos7eyg — Cy - sin Ty

15)

|
Ve4d =V'gr3+Cosinze g 4 Cyrcosrxyy |-
hervortrete.

a,

Was die partikuliven Losungen betrifft, so kinnen solche
aus dem System 9) nicht nur mit dem Rekursionsverfahren
des vorherigen Abschnittes gewonnen. werden, sondern auch
durch Vermittlung solcher Gleichungen, die dem Integral des
Systems 9) entsprechen. Solche Gleichungen konnen aus

il
Abb. 8 gewonnen werden, wo die 0,5 und x 4 - Punkte der
2

Kurven A und B, ferner die Verschiebungskomponenten dieser
Punkte dargestellt sind. Die Standkurve A und das Bogen-

Abb. 8.
Bestimmung der Verschiebungs-
komponenten paralleler Tangenten
und Berithrungspunlkte.

bild B’ sind jetzt natiirlich im allgemeinen keine Kreisbogen,
obzwar wir diese in der Abb.8 zwecks Vereinfachung als
solche darstellten. Zur Bezeichnung der in der Abb. 8 dar-
gestellten Tangentenabschnitte dienen die Buchstaben t und z
mit entsprechenden unteren und oberen Zeigern.

Im Riickblick auf dic Zusammenhénge der Abb. 3 und die
Ableitung der Gl. 7) kann festgestellt werden, dafl diese auch
dann Giiltigkeit besitzen, wenn an Stelle von ey der Wert
Ty} tritt. Halten wir uns dementsprechend anstatt der Abb. 3
die Abb. 8 vor Augen, so kénnen wir aus den Projektionen
der Seiten des in Abb. 8b erscheinenden Sechsecks folgende
zu 9) dhnliche Gleichungen aufschreiben:

Uy 3= 02t o+ (Obxt 3 10,5)- €OS Tx 31— V0,5 * sinTxy1, | T
Ver i . 16),
17)

1o

= (6hx+é—:—uu|5) - gin Tx+_1;+70,5- COS Tyt
wo B A

0 t—“‘{f =txy3— tx_i_%_,
S, __.B A
O%x+} = Zx+3 ™ Zx+d |
sind. Die letzten beiden Gleichungen liefern eine Verbindung
zu den Kurven A und B.

Die Gl 16) driicken die einzelnen Verschiebungskom-
ponenten voneinander unabhéngig aus, sie kénnen somit als
das Integral der Differenzen-Gl. 9) betrachtet werden, in der
die Anfangswerte up, s und vp,5 wieder Festwerte der Integration
gind. Das Gefiige dieser Gleichungen ist das gleiche, wie bei
Gl. 15); sie geben eine cbenso allgemeine Losung wie jene.
Es erdffnet sich durch sie eine neue Méglichkeit, partikulare
Lésungen aufzufinden.

Zur Berechnung der in Gl. 16) vorkommenden Tangenten-
abschnitte bieten die in Abb. 9 dargestellten Zusammenhinge
des Bogenbildes B’ besonders entsprechende Rekursions-
gleichungen:

sin ey )
Styp1=0tx 1+ (0zs_1+day)  ———

2 : # SN x4}
Sin Tx_1 18).
0z} =0bs+ (251 +008x)  —

2 Sin Tyl

Diese Tangentenabschnitte kdnnen
aber auch aus den auf die Anfangs-
tangente und deren Normale gefillten
Projektionen der Seiten dajy1-- dbi=
= doyL1 zweckmiiBig errechnet werden.
Um den Uberblick zu erleichtern und
Iirtiimer zu vermeiden, ist es angezeigt,

all diese Berechnungen — tabellarisch
zusammengefat — schrittweise durch-
zufithren.

Zum Schlusse kann nicht ver-

schwiegen bleiben, daf} der Gebrauch der
(. 16) keinen besonderen rechnerischen
Vorteil bedeutet, denn was man an
Arbeit. durch Vermeidung der oben-
genannten Wiederholungen erspart, mul}
bei Berechnung der Tangentenahbschnitte
wieder aufgebracht werden. Die Be-
rechnung der Tangentenabschnitte kann
jedoch in gewissen Fallen niitzlich sein,
weshalb wir hierauf spiter, bei der Besprechung gewisser
gestellten Nebenbedingungen noch zuriickgreifen wollen.

7. RegelmiiBiges Standvieleek.

Schon in Abschnitt 4 wurde auf den grofien Vorteil des
regelmiiBigen Standvielecks hingewiesen, der darin besteht,
daB in diesem Falle nebst dem abzusteckenden Bogen auch
die Standkurve ein Kreishogen ist, desgleichen auch das auf
diese bezogene relative Bild des ersten. Jetzt befassen wir
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uns mit dieser Frage eingehender, da wir in erster Linie ein
derartiges Standvieleck empfehlen, wenn die Anwendung
eines solchen infolge der Gelindeverhiltnisse itberhaupt
mdoglich ist.

Der Halbmesser des Standkreises wird natiirlich mit
jenem des abzusteckenden Bogens gleichgroll gewihlt, falls
dieser gegeben ist. Mit Riicksicht auf unsere spiteren Ir-
drterungen aber nehmen wir an, dafl zwischen den Halbmesser
des abzusteckenden Bogens und des Standkreises der Unter-
schied 8 R besteht., Dann werden die Tangentenabschnitte des
Bogenbildes mit dem Halbmesser 6 R folgende sein:

'.':"\;_I..;5

Otypy1 =0d2x11 =R -tg——.

Nach Substitution dieser Werte und nach entsprechender An-
ordnung gehen die Gl. 16) in folgende Form iiber:
Ugp] = g,5 * €08 Tx+3 — (V0,5 — d R) - sin Txt+} 19)
Verd = OR 4 g5 - sin Ty + (Vo5 — OR) - cosTxyl TR
was in dieser Gestalt aus Abb. 8b auch unmittelbar ange-
schriehen werden hitte kénnen. Vorausgesetzt ist natiirlich,
dall das Bogenbild B” als ein Kreishogen mit dem Halbmesser
d R betrachtet werden kann, wie es auch eben gezeichnet ist.

Diese Gleichungen kénnen aber auch so gewonnen werden,
dal man von der partikularen Losung 'y ) =0, vix13=0R
des Gleichungssystems 9%) ausgeht, welche Losung offenbar
richtig ist, wenn man im System 9*) den stindigen Wert dry =
=01k einsetzt. Mit dieser partikuldren Losung liefert die Gl. 15)
die folgenden Festwerte: €y =ug,5 und Cy=vq,; —dR. Sind
die A, B und B’ in Abb. 8 wirklich Kreisbogen, dann ist der
zur partikuliren Lésung uw'x 1 =0, v'x 3 =0R gehorige Pol
in N’, von wo er dann infolge der Integralfestwerte nach A’
versetzt wird.

Die Integralfestwerte miissen gewohnlich aus den bekannten
Verschiebungen vy und vypp bestimmt werden, die nach

1
9

den in dem Abschnitte 4 erérterten Annahme vy,;= — f und
oy = — (f—e) sind. Der Festwert C; =ug 5 ist somit aus
Gl 19,) zu berechnen, was im vorliegenden Falle an der Stelle
X=n

e—f=0R +uws-sine— (f+0R)-cose . . 20)

ergeben wird, wobei der Zentriwinkel ¢ — 7,1 bekannt ist.

Ist der Halbmesser des abzusteckenden 0
Bogens gegeben und jener des Stand- 4
kreises mit dem des abzusteckenden ™\ QA
Bogens gleichgrol gewihlt, dann ist in A

Gl. 19) und 20) 6 B =0 einzusetzen.

Es kann vorkommen, dall bei Hinder-
nissen in den Gelindeverhdltnissen mit
einem einzigen regelmafBigen Vieleck kein
Standvieleck zwischen den gegebenen Ge-
raden gelegt werden kann, wogegen zwei
regelmiflige Vielecke bereits werden. Ein
mit zwei solchen Vielecken gebildetes
Standvieleck zeigt Abb. 10. Seine Lage
ist parallel zu den Geraden der Strecke
und gegeneinander verschoben. Die letzte
Seite des ersten Teiles des Standvielecks
ist mit der ersten Seite des anderen Teiles parallel. Die
Tangenten- und die Normalkomponente der gegenseitigen Ver-
schiecbung der Punkte 4,5 und 5,5 sind d und e¢,, die Ver-
schiebung der ersten und letzten Seite von den Geraden der
Strecke dagegen e bzw. e;. Der Halbmesser beider Teile des
Standvielecks kann auch verschieden sein, welcher Umstand
besonders beim Abstecken von Korbbogen erwiinscht ist.

Werden die zum Abstecken des neuen Bogens dienenden
Gleichungen auf dieses Standvieleck bezogen, dann miissen
zwei dem Gleichungssystem 19) dhnliche Systeme auf je einen

Organ liir die Fortschritte des Kisenbahnwesens., Neue Folge.

Abb.

LAXIIL. Band.

Teil des Standvielecks gesondert angeschrieben werden. Es
seien 0 R, und 0 R, die Halbmesser der relativen Bilder beider
Teile, A;, B, und A,, B, sollen aber Festwerte bedeuten,
dann besteht

Ugt] = Aj-co8Txp] — B; - sin Tx4] 21)
Vary = O Ri 4 Ai-sinwxyy + Bi-cos ey o ’
) (i=1, 2)
wo x=0,...4 sgind, wenn i=1 ist, und ;
x=>5,...8 sgind, wenrm i=2 ist. In dieser §x"b

Abb. 9.

Bestimmung der Tangentenabschnitte des Bogenbildes.

Gleichungsgruppe sind vier Unbekannte A;, By, A, B, ent-
halten, die aus folgenden zwei Rand- und zwei Ubergangs-
bedingungen festzustellen sind:

vo,; = e1 — 1,

Uy,5 = d —f— 05,5, V4,5 = €2 —[— V5,5} :
wo f wieder den Abstand des Kreishogens des endgiiltigen
Bogens von den Geraden der Strecke bedeutet. Die Werte
0 Rj sind natiirlich bekannt. Ist nimlich der Halbmesser
des abzusteckenden Bogens R, derselbe beider Teile des Stand-
vielecks aber R; und R,, dann sind R; =R — R, und 6 R, =
=R — R,.

Zusammentfassend kann festgestellt werden, dali die Ver-
wendung eines Standkreises anstatt einer allgemein gestalteten
Standkurve bei unseren numerischen Berechnungen den Vorteil
sichert, dal} die Differenzengleichungen integriert, die Rand-
bedingungen bequem befriedigt und die Verschiebungen von-
einander unabhiingig berechnet werden konnen.

Vg, = ez — f

10, Zweiteiliges regelmafBiges Standvieleck.

8. Der Ubergangshogen.

Es scheint zweckdienlich, alle jene, mehr oder minder
hekannten Formeln und Gleichungen zusammengefallt anzu-
fithren, die die Gestalt des Ubergangsbogens kennzeichnen.

Als Ubergangsbogen gebrauchen wir gewohnlich ein Stiick
der Klothoide. Die natiirliche Gleichung der Klothoide ist:
. 23),
wo s die Bogenlinge, r den Kriimmungshalbmesser bedeutet,
withrend p ein Festwert, der Parameter der Klothoide
17, Helt 1935, 51

BAT= PP vn v e e
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ist. Der Parameter p ist gleich der Bogenlinge bzw. dem
Kriimmungshalbmesser jenes Punktes der Klothoide, wo diese
auch untereinander gleich sind, s =1 =np.

Der Wert p ist bei den verschiedenen HKisenbahnen aut
verschiedene Art festgesetzt; er hingt im allgemeinen von der
grofiten zugelassenen Fahrgeschwindigkeit ab. Der Parameter
der den Vorschriften der MAV entsprechenden Ubergangs-
bogen kann mit gentigender Annéaherung auch aus der Gleichung :

p = 600,02 - v? . 24)
berechnet werden, wo v die Fahrgeschwindigkeit in km/Std.
bedeutet. Aus dieser Gleichung erhalten wir p in m-Einheiten.

Einzelne Eisenbahnen schreiben, anstatt des Parameters
die Linge 1 des Ubergangsbogens in runden Metern fiir die
verschiedenen Bogenhalbmesser R vor. Die Folge dieses Ver-
fahrens ist, dall auf ein und demselben Streckenabschnitte
ganz unbegriindet Ubergangsbogen verschiedenen Parameters
Anwendung finden. Die Identitit der Ubergangsbogen auf
einem Streckenabschnitt ist nur dureh das Vorschreiben des
Parameters gesichert.
bei den iiblichen Fahrge-

Leicht komnen auch die folgenden Formeln bewiesen
werden, Die Léngen der aus den Punkten P und B aus-
gehenden Evolventen von diesen Punkten bis zur Anfangs-
tangente sind:

. . 29).
__il,l‘alilpa)
B=F\p) T E\R/) ! J

Die Koordinaten des Punktes P sind bei klcinem 7 Werten

mit groBer Anndherung:
| 1/ s\4
Cd0\p) |

-’] 1/ a\4
55

Aus diesen Formeln ergeben sich bei Einsetzung s =1 die
Koordinaten des’ Punktes B. Demgegeniiber kinnen die Ko-
ordinaten des Punktes (' durch folgende Formeln — ebenfalls

XK= g

. 30).

y=—o¢oe-

Aus obiger Gleichung ergeben sich | mit grofler Anniherung — gegeben werden:

 Tiorles . 1, 1 D\ 4 ]
schwindigkeiten in  der 0_ xe=—1-[1- o0 % ; l
Abstufung von 10 km/Std. = = . L 31)
; ; , i . 34,
etwa zehn verschiedene st = i wm | 1= 1 P l
Ubergangshogen. Dement- et 4 - 2R/ |
sprechend eoe 7" y ZUr = . i . i T 5 . . o
:’1}?“]( ]u{l(_l,t“( I;HgoRl“u, Ab Ist das Verhiltnis p/R, wie es in den meisten Fillen
Hl (’5 {{8. ),](‘.I 1;( “ 1 )5%&1:59.11 zu sein pflegt, klein, dann kann das zweite Glied im
un SRR Es her- Ausdrucke T vernachlissigt werden, und so wird
gangsbogen nur zehn ver- | o .
schiedene Tabellen, was f— " opo— P 32)
. ’ LB T lg P32
schon an sich dem er- : o
wihnten Zustande gegen- sein, also der vierte Teil der zum Endpunkte des
iiber eine groBe Verein- Ubergangsbogens gehérigen Evolvente. Neben den
fachung bedeutet. S eg pralktischen Werten des Bogenhalbmessers macht man
zum Ausrechnen des Wertes f alleemein von dieser
=< & Formel Gebrauch.
| % Muf} ein Ubergangshogen zwischen zwei Bogen
BV . . . I
1 T eingeschaltet werden, dann wird seine Linge
A e 28 ‘
: . P p s
Abb. 11. Die Klothoide als Ubergangsbogen zwischen einer (ieraden 1= R. R. P 33),
i il it

und einem Kreise.

Der Anfangspunkt des in Abh. 11 dargesteliten Ubergangs-
bogens liegt in Punkt A (s =0, r =), der Endpunkt in B
(s =1, r=R), und die Mitte in M (s = —1, r=2R), Ein

2
Zwischenpunkt ist P mit den auf den Anfangspunkt und die
Anfangstangente bezogenen Koordinaten x und y. Der An-
fangspunkt des eigentlichen Bogens, des Kreishogens mit dem
Halbmesser R liegt in C im Abstande f von der Anfangstangente.

Die volle Bogenlinge des durch den Parameter p ge-
gebenen Ubergangsbogens bis Punkt B ist:

P .
== D ...t ... 2B)
R ! )
Die Kritmmung des Ubergangsbogens in Punkt P ist:
d 1 8
Y e : 26),
ds r p*

seine Tangentenwinkel aber in den Punkten I’ und B sind:
1/s\?
T=——
2 ( P ) ‘ H)
a1\ agpye oo ow s 2T
F=3ly) = zlw

Die Linge des Kreishogens B C wird:

BT::—.-.R.ﬁ:i_E Ay

p =
2 R 2
also halb so grofl wie die volle Lange des Ubergangshogens.

- 28),

wo Ry, und R, die Halbmesser beider Bogen bedeuten
| und R, > R, ist. Die Verschiebung beider Bogen ist mit
grofler Anniherung:

L (L
24 E"Rl)’

oder, wenn man anstatt 1 den Parameter des Ubergangshogens

einfithrt
Lofp _p\*
f‘ﬂ(T"ﬁ) L

Diese Formel geht mittels Substitution Ry =R und R, =
in 32) iiber.

Der Beweis dieser Formeln ist hier deshalb weggelassen,
weil ihre Rechtfertigung anderenorts autfindbar ist und ohne-
hin leicht erbracht werden kann,

. 34).

9. Erstes Zahlenbeispiel.

Abzustecken ist ein Bogen mit einem Halbmesser von
300 m bei einem Zentriwinkel von 56° zwischen zwei im Ce-
linde gegebenen Geraden. Der Parameter der Ubergangs-
bogen sei p=132m, was nach Gl 21) einer Geschwindigkeit
von v =60 km/Std. entspricht. Es sollen dann der Anfang und
das Ende des Bogens (d. h. der Halbierungspunkt der Ordinate
des Punktes C, Abb. 11), weiter jene Bogenpunkte bestimmt
werden, an denen die Tangentenwinkel der Reihe nach ein

Viertel, die Hilfte und drei Viertel des Zentriwinkels bilden,
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Die Winkel des zur Absteckung nétigen fiinfseitigen Stand-
vielecks sind der Aufnahme nach einander gleich, d. h.
£ =&y =¢q—=¢, = 149, withrend dessen Seiten der Reihe nach zu
00,5 ="T4m, 01,5=T2m, 6o5=T0m, 035=T0m, gg5=T4m
gemessen worden sind. (Es wird namlich angenommen, daf}
die Seiten wegen ungiinstiger Terrainverhéltnisse nicht gleich

Tangentenabschnitte dayx und ¢ by der Tabelle I entnommen
wurden.

Die in den Spalten 6 und 7 eingetragenen Versuchs-
komponenten u” und v’ sind durch Summierung der Spalten 3,
4, 5, oder 4, 5 entstanden, wie dies die Gl 9) fordern.

Der endgiiltige Wert von wg,; wird aus der Querver-

groll gewihlt werden kinnen). Selbstredend miissen auch die | schiebung v’y 5 =2,1236 m des letzten Punktes durch Ver-

Anfangs- und Endpunkte der b
Ubergangsbogen berechnet wer- 7/
den. [agfp/a'ﬂ.
Fir die Lésung der Auf-
gabe folgen wir zuerst dem
zeichnerischen Verfahren. Wir
zeichnen vor allem den Rich-
tungsbiischel und Lageplan des
Standvielecks (Abb. 12a und
12h), wozu bereits nach dem
vorhergehenden eine Erklirung
entbehrlich ist. Hierauf folgt
der Entwurt des Verschiebungs-
planes (Abb. 12¢), dem die in
Tab. I errechneten Tangenten-
abschnitte zugrunde liegen. Die
Tabelle bendtigt ebenfalls keine
weitere Erklirung als den Hin-
weis darauf, dal die in den
Spalten 5, 6 und 7 angefiihrten,
Tangentenabschnitte durch
GL 10) verkniipft sind, da fir
die Tangentenabschnitte ay und
by immer die Hilfte der chen
angegebenen  entsprechenden
Seiten gesetzt werden mul}

: | 1m

Malstab . Lange v.d Lingsverschiebungen
% : | 100m

MaBstab 1d Querverschiebungen

158

C,
Verschiebungsplan.
Malstab: | — {m

2 2

In Abb. 12¢ wurden die
Tangentenabschnitte 6 ay und
0 by des relativen Bildes des ah-
zusteckenden Bogens parallel zu
den entsprechenden Richtungs-
linien des Richtungsbiischels
aufgetragen; zu dem so gewon-
nenen relativen Bogenbilde B’
wurde der Pol A’ konstruiert,
der von der ersten und der
letzten Seite des Bogenbildes B
den Abstand f =0,4685 m hat.
Es ergibt sich nimlich mit der im Abschnitt 8 vorkommenden

— P 132
'1 ]tr 37.a. — T —
Verhiltniszahl R 300

:1 4
Ay = 5 0x-}, bx= 0%,

Abb. 12.

= 0,440 aus der Gl 32)

= % 00,4408 132 = 0,4685 m.

Nachher wurden aus dem vom Pole gerichteten Ver-
schiebungsplane [A’, B'] der Reihe nach die Verschiebungs-
komponenten der Punkte 0,5, 1,5, 2,5, 3,5, 4,5 festgestellt
und dann im Lageplane in den Halbierungspunkten der
Seiten aufgetragen, und zwar die Lingsverschiebungen im
MaBistabe der Abb. 12b, jene der Querverschiebungen ahber
in dem der Abb. 12¢. Die GréBen der einzelnen Ver-
schichungen wurden im Lageplane eingetragen, so daB sie
bei der Absteckung zur Verfiigung stehen.

Bei der numerischen Berechnung der Aufgabe gehen wir

von den Versuchs-Verschiebungskomponenten des Punktes 0,5 |
g 1

aus, fir die wir die Werte u/o,5 =0 und vq,5 = — £ wihlten.
Die nach den Gl. 9) vollzogene Berechnung der Versuchs-
komponenten ist in Tabelle 1T zusammengefalit, wobei die

BI

e
I
/ﬂ\

Absteckplan eines zwischen zwei gegebenen Geraden einzulegenden Bogens mit einem

Halbmesser von 300 m.

Tabelle I.

£x ax dax
(o S S x R-tg =
X =+ -I3 Ex f-g %\ g 2 b_x fjbx
m m m m
A 2 13 | 4 1 5 | 6 7
0
74,000
= T T 37,000 — 0,164
L A 0 DO=QF 1) - B
1 14 0,122785 36,836 36,000 836
72,000
- ; 1 36,000 0,836
b 140 12278: 368" Kot s
2 14 0,122785 36,856 35,000 1,836
70,000
; y 35,000 1,836
b A0 4997Q5 205,84 sUY 4
3 14 0,122785 36,836 37,500 0664
75,000
. 37,500 | —0,664
0 19974 96,92 ,50( s
4 14 0,122785 36,836 37.000 | —0.164
74,000
5

51%
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Tabelle II.
(fag+tug 1) | ve 1"
i d ax . R “ S
< | T, 8 bx sin_ cos | Ux+) Xty
cos ) cos —sin X
m m m m m
1 2 3 4 | 5 6 7
0
0,0 | —0,4685
1 0,241922 | —0,1640 —0,0396 —0,4546
0,970296 0,8360 —0,1591 0,1132
0,7901] — 0,4942
2 0,241922 0,8360 0,3934 —(,4795
0,970296 1,8360 1,5778 0,1195
3,5333) —0,0861
3 0,241922 1,8360 1,2989 —0,0835
7 10,970206 | —0,6640 5,2008 0,0208
4,5666|  1,2154
4 0,241922 | —0,6640 0,9443 1,1793
0,970286 | —0,1640 3,7866 —(,2940
23,3286/ 2,2136
5

mittlung der Bedingungs-Gl. 11) berechnet. Da sin ¢ = sin 56° =
=0,829038 ist, so wird

— 2,1236 — 0,4685

0,829038

sein. Die dem Werte up 5 entsprechenden Verschiebungskom-
ponenten wurden in Spalte 4 der Tabelle ITI berechnet. Die
endgiiltigen Komponenten sind in den Spalten 5 und 6 ein-
getragen. Diese sind den Gl 12) entsprechend derart ent-
standen, daB zu den Werten der Spalte 4 die entsprechenden
Werte aus Spalte 6 und 7 der Tabelle IT addiert wurden.

Tabelle III.

Ug,5 = =—23,127m

sin Wi i R T o Vo
x Tx 4 4 cog X+ 1 0.5 cos =ty x+y
o ) m m m
{ 2 3 4 5 6
0
, 0,0 0,0 .1 .
¢ 1.0 —gag7 | — 3121 | — 04685
1
o 0,241922 | — 0,7565 _ | on
14 0,070206 | — 3,0337 | — 224 | — 1261
2
0460472 | — 1,468 .
a0 ’ s - .
28 0882048 | — 2,760 0,778 1,564
3
0,660131 | — 2,001
90 {) 3 < .
= 0743145 | — 2,325 3,242 0,876
4
0 0,820038 | — 2,592 , ,
56 Debass | =ivs 1,580 | —0,4685
5

Die volle Linge der Ubergangsbogen gemill Gl. 25) ist:
1 =132 - 0,440 = 58,080 m. Der Abstand ihres Anfangs-
punktes vom Bogenanfang und Bogenende (d. h. den Bogen-
punkt 0,5 und 4,5) nach der Gl. 31;) wird:

58,080 1 ]

2 S | S 4] — «© DY
= [_l 190 0,440%| = 29,031 m,
die Koordinaten ihrer Endpunkte aber nach den GI. 30)

Xo=

¥4

1 _
xp = 58,080 - [l—zo— -0,440% = 58,026 m,

1,874 - [t —;— - 0,440% = 1,873 m.

a6 |
Alle diese MaBie finden wir in, Abb. 12 eingetragen. SchlieBlich
kann noch festgestellt werden, daf die Ergebnisse des zeich-
nerischen und des rechnerischen Verfahrens gut iibereinstimmen,

yB =

obwohl die Arbeit auf einer Zeichnung kleinen Malstabes
aufgebaut wurde. Die Anforderungen an die Genauigkeit der
Berechnung kann man iibrigens ermiifigen und sich mit jener
begniigen, die der Rechenschieber bietet.

II. Bogenabsteckung mit Nebenbedingungen.

10. Verhesserung des Bogenhalhmessers.

Neben den Randbedingungen miissen fiir den abzu-
steckenden Bogen hiufig noch andere, sogenannte Nehen-
bedingungen befriedigt werden. Eine solche Bedingung ist
beispielsweise die Forderung, dafi der Bogen auf einem vor-
handenen Damme verbleibe, oder dal er sich an gewisse Ge-
biude oder Kunstbauten anpasse, oder dall er eine gegebene
Gerade beriihre, durch einen gegebenen Punkt gehe oder dort-
selbst beginne und dergl. Tn diesen Féllen ist der Halbmesser
des Bogens aus der gegebenen Nebenbedingung vorher aus-
gurechnen, damit der Absteckplan des Bogens aufgestellt
werden kann. Ein anderes Verfahren ist, wenn man den
Halbmesser des Bogens zuerst mit einem Versuchswert auf-
nimmt und diesen nachher im Laufe des Verfahrens der vor-
geschriebenen Nebenbedingung entsprechend verbessert.  Das
Verbessern des Halbmessers des Versuchsbogens ist besonders
beim zeichnerischen Verfahren -sehr einfach, weil dann die
Nebenbedingung in der Regel ebenso leicht befriedigt werden
kann wie die Randbedingungen.

Mittels eines Versuchshbogens wird die Aufgabe in zwel
Schritten geldst, und zwar durch Vereinigung zweier Ver-
schiebungspline.  Die zu verschiebenden Punkte werden
zuerst von der Standkurve auf den Versuchsbogen, dann von
diesem auf den abzusteckenden Bogen iibertragen.  Die
Resultierende dieser beiden Verschiebungen gibt die Ver-
schiebungen der Punkte des endgiiltigen Bogens von dem
Standvieleck. Damit die dazu gehdrigen Verschiebungspline
in einen resulticrenden Plan zusammengefalit werden kénnen,
wird der erste mit zum Pol, der zweite aber mit vom Pol
gerichteten Vektorensinne mit gemeinsamen Pol verfertigt,
wie dies Abb. 13 veranschaulicht.

In Abb. 13 ist A’ das relative Bild des Standvielecks,
(¥ das des abzusteckenden Kreishogens, beide auf den dem
Pol B’ entsprechenden Versuchskreisbogens B bezogen. Die
Tangentenabschnitte von A’ werden also erhalten, wenn die
entsprechenden Tangentenabschnitte des Versuchsbogens von.
den Tangentenabschnitten der Standkurve subtrahiert werden
(vergl. den Schlufl des Abschnittes 3). Ebenso wie B und C
ist ‘auch €’ ein Kreishogen, dessen Halbhmesser 6 R aus dem
Unterschied der Halbmesser von C und B entnommen wird.
Am Kreisbogen (' sind auch die Berithrungspunkte der mit
den Seiten des Standvielecks parallelen Tangenten dargestellt.
Der zum Pol gerichtete Verschiebungsplan [A’, B'] gibt die
Verschiebungen des Versuchsbogens vom Standvieleck, und
der vom Pol gerichtete [B’, C'] gibt die des endgiltigen
Bogens vom Versuchsbogen. Da die im Pol B sich treffenden
Verschiehungen sich mnach Pfeilsinn zusammensetzen, bietet
der durch die Kurven A’ und (' gegebene resultierende
Verschiebungsplan [A’, ('] die zwischen den Kurven A und C
bestehenden gegenseitigen Verschicbungen. In diesem Ver-
schiebungsplan sind die Anfangs- und Endpunkte der Ver-
schiebungen im entsprechenden Punkte der Kurve A’ und
des Kreishogens C'. -

Die durch den Pol B’ gehenden Geraden t/, t' sind mit
jenen Geraden der Strecke parallel, an die sich die Ubergangs-
bogen des Versuchs- und des abzusteckenden Bogens, ferner
im Sinne unserer Annahme auch die dulBleren Seiten des
Standvielecks unmittelbar anschlieBen. Die erste und die
letzte Seite des relativen Bildes des Standvielecks (t', t')

liegen von den Geraden t', t' in ebenso grollem Abstande,
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wie die Geraden t, t der Bahnstrecke von den Endtangenten
des Kreishbogens B. Dieser mit fg zu bezeichnende Abstand
wird mit Hilfe der Gl 32) aus dem Halbmesser des Versuchs-
bogens und dem Parameter des Ubergangsbogens berechnet.
Bezeichnet man den éihnlich errechneten Abstand des abzu-
steckenden Bogens von den Geraden der Bahnstrecke mit
fe, dann wird der Abstand der Endtangenten des Bogenbildes €'

’

von den Geraden t/, t
of = 35).

Bezeichnet man den Halbmesser der Bogen B und C mit

R und R-+6R, und ist 6 R gegenither R klein, so kann der
Zuwachs 6f als Ableitung des £ aus der Gl. 32) berechnet

werden, woraus
Lip
8 \R

wird. Aus dieser Gleichung folgt, dafi §f und 6R entgegen-
gesetzten Sinnes sind, und somit schneidet der Kreisbogen €’
die Geraden t/, ¥ (Abb.13). In den Schnittpunkten D’
und D', wurde der Tangenten- bzw. Normalwinkel mit # be-
zeichnet. Von diesem Winkel weisen wir nachi, daBl er dem
Neigungswinkel der Endtangente des Uber-
gangsbogens gleich ist. Anstatt der aus der
Abh. 13 zu entnehmenden Gleichung

- dR—46f

os ff = ———
oR
kann in Anbetracht der Kleinheit des Winkels f und
mit Riicksicht auf Gl 36)

1 1 /p\*
e B e e [
=t S(R)

geschrieben werden, wol rms sich

Y

ergibt. Dieser Ausdruck Etl]lln’It mit dem unter 27,)
gefundenen Ausdruck iberein, und somit ist g tat-
sichlich dem L]](Hangentcnwmkel des Ubergangsbogens

LE IR - (1)

gleich. Dasg Stiick .I)’1 D', des Bogenbildes C' entspricht
jenem Teile des abzusteckenden Bogens, der zwischen
die Endpunkte der Ubergangsbogen fallt, wahrend die Kreis-
stiicke C'g 5D’y bzaw. D',(V55 den iiber die Ubergangshogen
tallenden Kreishogenstiicken entsprechen.

Zieht man aus dem Pol B’ Tangenten zum Bogenbild €',
und bezeichnet deren mit den Endtangenten-Parallelen ge-

bildeten Neigungswinkel mit y, dann kann aus der Abb. 13
festgestellt werden, dab

(14
COS —

5 (rc ) 6 R 2
o8 |=——9 =
2 (d R——éf):cos% ek f

. 37).

Aug dieser Gleichung folgt, dafi y unabhingig von §R ist,
und somit berithren alle jene Kreise mit dem Halbmesser 6 R,
die relative Bilder des Kreishogens je eines Bogens sein kénnen,
die durch den Pol B’ gehenden und durch die Gl. 37) bestimmten
zwel Geraden (Abb. 13).

Nimmt man als Versuchsbogen nicht nur den Kreisbogen
des abzusteckenden Bogens, sondern den vollen Bogen samt
seinen Ubergangsbogen an, und konstrujert man das realtive
Bild A’ auf diesen ebenfalls mit B zu bezeichnenden Bogen
bezogen, dann braucht fiir die Ubergangsbogen nicht besonders
gesorgt zu werden, weil das Bogenbild A’ dieselben mit sich
bringt. In diesem Falle gewmmn wir die Ubergangshogen
des endgiiltigen Bogens C in der Richtung der Tangentul
durch pamllolo Verschiebung der Uber, Gangabogen des Bogcns B.

Diese Verschiebung ist in der Abb. 13 B’D'l, bzw. B’ D’ . Die

Verschiebungen der Punlkte des Ubelgan .‘:bUgCﬂb heginnen
also am Bogenbilde A’ und enden in Punkt D’; bzw. D',

Der Halbmesser des Bogenbildes C' ist so zu wa,hlen
daB nebst den Randbedingungen auch die gegebene Nehen-
bedingung erfiillt wird. Ist das Erfordernis zu erfiillen, daf3
der Bogen auf einem vorhandenen Damme Platz habe, dann
werden die auBersten Grenzen der am Daume zuldssigen
Querverschiebungen mit dem Standvicleck zusammen auf-
gemessen und auf beiden Seiten des relativen Bildes des Stand-
vielecks aufgetragen. Verbindet man mit einer stetigen ge-
brochenen Linic die Lndpunkte dieser zuldssigen Quer-
schiebungen, so erhdlt man jenen Flichenstreifen, innerhalb
dessen das Bogenbild ¢ Platz haben mul. Ist noch der Ab-
stand der Endtangenten des Bogenbildes C’ vom Pol B’
bekannt, so kann die giinstigste Lage des Bogenbildes
auf dem Versuchswege festgestellt werden. Der Halbmesser
§ R des Bogenbildes ¢’ ist méglichst so anzunehmen, dali der
Halbmesser des endgiiltigen Bogens ganze Meterzahlen aus-
macht. Bin #hnliches Vorgehen ist auch dann angezeigt,
wenn dem abzusteckenden Bogen Gebdude, Bauwerke oder
andere Hindernisse im Wege stehen.

Abb. 13.

Verbesserung des Versuchsbogenhalbmessers.

Soll der Bogen eine gegebene Gerade, beispielsweise eine
Briickenachse berithren, dann wihlt man diese Gerade als
eine Seite des Standvielecks und konstruiert den Kreisbogen €’
tangential zn dem relativen Bilde dieser Seite, wobel dieser
Kreishogen auBerdem noch zwei andere, vom Pol B" im Ab-
stand 0 f liegende Endtangenten-Parallelen berithren muf.
Diese drei Geraden hestimmen den Kreis (¢ vollkommen.
Bei dem rechnerischen Verfahren gewinnt man die den Halb-
messer 8 B hestimmende Nebenbedingung aus Gl 19,) in der
Form wvi;y =0, wenn die Seite (i, i-+1) in der gegebencn
Geraden liegt. Der aus dieser Gleichung errechnete Wert d R
hilft uns zum Halbmesser des endgiiltigen Bogens, der gewonnen
wird, indem man diesen Wert § R zum Halbmessger der im Ab-
schnitte 7 als Kreis angenommenen Standkurve hinzusetzt.
Bei Kenntnis des Wertes 6 R kiénnen die Verschiebungen des
endgiiltigen Bogens nach Befriedigung der Randbedingungen
aus den Gl 19) unmittelbar bestimmt werden.

Ahnlich ist das Verfahren auch dann, wenn der Bogen
durch einen gegebenen Punkt gehen muBl. In diesem Falle
fiihrt man eine zweckmifBig gewihlte Seite des Standvielecks
durch diesen Punkt und zeichnet das Bogenbild €', das relative
Bild dieser Seite beriithrend. Féllt der Beriihrungspunkt in
die Niahe des gegebenen Punktes, dann geht der neue Bogen
mit groBer Anndherung durch ihn hindurch. Gelingt aber
dies nicht, dann kann mit geringer Abdnderung des Halb-
messers des Bogenbildes ' erreicht werden, dall der neue
Bogen durch den gegebenen Punkt geht.
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Die Befriedigung aller dieser Nebenbedingungen konnte
hier wegen Raummangels nur in groflen Ziigen erértert werden,
doch bietet auch das schon geniigende Hinweise, den 11{:ht1gen
Weg aufzufinden.

11. Berichtigung eines vorhandenen Bogens.

Vertahrene oder aus anderen Griinden fehlerhafte Bogen
sind einer Regelung zu unterwerfen, und zwar allgemein
durch die Befriedigung jener Bedingung, daf} die Linge der
Strecke sich infolge der Regelung nicht dndere.
Zu diesem Aufgabenkreis gehort aber auch die
vorsitzliche Anderung der Streckenlinge, die
z. B. auftaucht, wenn zusammen mit dem Bogen
auch die Stofifugen zu regeln sind. Die Linge
der Strecke ist hier natiirlich zwischen den durch
die Regelung nicht beriihrten Punkten der an
den Bogen anschlielenden Geraden zu rechnen.

Damit die Langen verschiedener, zwischen
zwei Geraden liegender Bogen untereinander
bequem verglichen werden konnen, fithren wir
einen neuen Begriff ein, den Begriff der durch
den Bogen verursachten Streckenver-
kiirzung, worunter der Unterschied der in die
Richtung der Geraden der Strecke fallenden
Tangentenlingen (d. h. der Endtangentenahb-
schnitte) und der entsprechenden Linge des
Bogens zu verstehen ist. Im Lageplane der Abb, 14
gind K und L die Projektionen des Anfangs- und
Endpunktes der Standkurve A auf die Geraden
t, t der Strecke. Seien diese Punkte durch die
Regelung nicht beriihrte, und bezeichnen wir
mit L, die Linge der Strecke zwischen diesen
Punkten entlang des alten, unregelméBigen
Bogens. Dann ist die durch den alten Bogen ver-
ursachte Streckenverkiirzung : (K T+ ’[‘L) L.
Der abzusteckende neue Bogen ist B mit in O,
und O, beginnenden Ubergangsbogen. Die c[uuh
diesen Bogen verursachte Streckenverkiirzung
wird (OlT—FT'O;) — (R 1) sein, wo R und
o Halbmesser und Zentriwinkel des Bogens sind,
1 aber die Linge der Ubergangshogen. Ist die
durch den neuen Bogen verursachte Strecken-
verkiirzung mit der des alten gleichgroB, dann
verursacht die Bogenberichtigung keine Lingen-
dnderung. Die Unwandelbarkeit der Strecken-
linge driickt also folgende Bedingungsgleichung
aus:

O, T4+TO,— R+ 1) =
= = . Abb.
= (ET+TL)—Lss ¢ 5. .58,
oder — mit Einfi'lhruug der Substitution _O T ;'.'1',‘"6., =

=0,K;, + (R -+1). fé* und mit Riicksicht auf die GL 31,),
32) und 25) —
1 1 D \4]
2 i+)—4(lﬁ) [-11

(KT 4 TL)— 39).

Das letzte Glied Ll(,l linken \ut( kann, wenn p/R klein ist,
vernachlissigt werden.

Aus Gl 39) kann der die erwihnte Bedingung der

Berichtigung bel'licdig(nd( Bogenhalbmesser R ausgerechnet

werden, wenn die in der Gleichung rechts stehenden Glieder

belannt sind. Die Summe der Tangentenlingen KT--T L
kann zweckmifig festgestellt werden, wenn die Seiten des
Standvielecks unter dem Winkel o auf die Anfangs- und die
Endtangente projiziert und die Projektionen summiert werden.,
So sind aus Detail 14d die Projektionen der Seiten (3—4) = 03,5

7 1

L,

ersichtlich, deren Summe (3—4') ist. Bedeutet allgemein
wieder 7¢,1 den Neigungswinkel der Seite Ox+) it der
Anfangstangente, dann wird — wie auch aus Abb. 14d fest-
gstang

gestellt werden kann — die Summe beider Projektionen der
Seite gyq1:

1 i _

"~ "Ox 437 008 (5 —Txtp )

(;Ob?

b,

14.  Berichtigungsplan eines vorhandenen Bogens.

Nimmt man zu diesen Projektionen auch noch die ent-
sprechenden Projektionen der Verschiebungen e; und e, hinzu,
so gewinnt man fiir die Summe der Tangentenlingen den
folgenden Ausdruck:

= = L, n—1 o o
KT+ TL= (,l'.. ZO'K+__11 * COS o Tx+i)— (ey+ey) - “11172 +
cos— -F = g
. 1
F (st Ontg) o o v v v e s w s 40).

Bemerkt sei, daB die Tangentenlingen als Endtangenten-
abschnitte mit Hilfe der Gl. 18), auch im Rekursionsverfahren
festgestellt werden kénnen, da die Gl 18) bei Weglassung des
Zeichens ¢ auch fir das Standvieleck giiltig sind. All diese
Berechnungen kénnen durch das folgende graphische Ver-
fahren gut ersetzt werden.

Was die Bogenlinge L, betrifft, so wird sie allgemein
durch unmittelbares Abmessen am inneren Rande des dufleren
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Schienenstranges festgestellt, wenn davon, wm die auf die
Gleisachse reduzierte Bogenlinge zu gewinnen, das Produkt
der halben Spurweite und des Zentriwinkels subtrahiert wird.
Wurden die Eckpunkte des Standvielecks am inneren Rande
des duleren Stranges aufgenommen, ferner deren Seiten gleich
grofl gewihlt und die Winkel mit Pfeilhdhen gemessen, dann
wird mit den in Abb. 1 gebrauchten Bezeichnungen (Ry=p.):

1,n 1,n

I
Ly=2YRy-ex—s-a=2 2R, x*are sing——s-a,
b, o X - X
wobei s die halbe Spurweite bedeutet. Ersetzt man diese
" i ol ; ; o
mit den ersten zwei Gliedern der Reihe des are sin T und

heriicksichtigt man Gl. 2), so gewinnt man fiir die Bogcnlmwe

der alten Strecke folgenden Altbdlﬂ(}]{
1 1,n
La:n-a—i—#fhxg—s-a B S B
Go «

Statt der Berechnung der Summe der ersten zwei Glieder

wird es natiirlich einfacher sein, entlang dem &ufleren Schienen-

strange unmittelbar zu messen, was durch die Gleichheit der

Schienen in der Regel erleichtert wird.

Aus Gl 39) wird R zweckméflig so errechnet, dafl man
anstatt des Verhiltnisses p/R einen Versuchswert annimmt
und nachher die Berechnung mit dem wverbesserten Werte des
R wiederholt. Nach Auswertung des R kann der Berichtigungs-
plan des Bogens, als ein vom Pol gerichteter Verschiebungs-
plan, nach der im I. Teil beschriebenen Weise anstandslos ver-
fertigt werden. Bei diesem Verfahren bereitet die Auswertung
der Summe KT + T L, besonders hLei vielseitigem Standvieleck,
einige Schwierigkeit. Um dies zu vermeiden, kann die Auf-
gahe auch mit Hilfe des im vorigen Abschnitte beschriebenen
Versuchsbogens gelést werden. In diesem Falle wird die
Summe KT T L im Lageplane (Abb. 14b) des aufgetragenen
Standvielecks einfach durch Abmessen festgestellt; aus diesem
ungenauen Werte wird R nach Gl. 39) gerechnet. Der so ge-
wonnene Halbmesser R wird als Halbmesser des Versuchs-
bogens B gewihlt, woraus der endgiiltige Halbmesser des
Bogens in folgender Weise festgestellt wird.

In Abb. 14¢ wurde das auf den Versuchsbogen bezogene
relative Bild des Standvielecks, das Bogenbild A’, mit dem dem
Versuchsbogen entsprechenden Pol B’ konstruiert. Der zum
Pol gerichtete Verschiebungsplan [A’, B’] enthilt die Ver-
schiebungen des Versuchsbogens vom Standvieleck.  Die
Gleisachse der zum Bogen anschliefenden Geraden ist im
Lageplane mit den Buchstaben t, t, im Verschiebungsplane
aber mit t', t’ bezeichnet. An diesen sind K und K’, L und 1.,
T und T” (~]1L3p1(*c]wn(le Punkte. Die mit " bezeichneten Ele-
mente sind die auf den Versuchshogen bezogene rélative
Bilder der ohne " bezeichneten Elemente. Aus den Zusammen-
héangen der Standkurve, des Versuchsbogens und des relativen
Bildes folgt, dall zwischen den Lntsplcchenden Tamgenten—
ahschnitten folgender Zusammenhang besteht: KT — K P=

=K' TundTL—TL y=TL ,woK, T=TL, = (R-+1).t f;—
die Tangentenabschnitte des Versuchsbogens bedeutet. Aus

diesem Zusammenhang folgt ferner, dal}
ET 4 TL=KT+LTL +2 R4 t-g—ii— ... 42)

ist. Wird somit das auf den Versuchshogen bezogene relative
Bild A’ in geniigend groBem Malistabe verfertigt, so kann aus
Gl. 42) auch der genaune Wert der Summe KT + T Lund somit
aus Gl 39) auch der die Unverinderlichkeit der Streckenlinge
sichernde Bogenhalbmesser R -9 R ausgerechnet werden. Da
6 R nun schon bekannt ist, kann nach dem vorigen Abschnitte
das Bogenbild €’ schon konstruiert werden. Der durch die
Bogenbilder A" und " bestimmte resultierende Verschiebungs-

plan [A’, ('] bildet den Plan der Bogenberichtigung, aus dem
ohne weiteres jene Lings- und Querverschiebungen entnommen
werden koénnen, mit denen die einzelnen Punkte vom Stand-
vieleck auf den gesuchten regelmilligen Bogen iibergefiihrt
werden koénnen.

Zweckmiifig ist es, die Eckpunkte des Standvielecks am
inneren Rande des duleren Schienenstranges des vorhandenen
Bogens und in gleicher Entfernung zu wéhlen, da in diesem
Falle die Winkel des Standvielecks und dessen Pfeilhghen
die Kriimmungsverhiiltnisse des vorhandenen Bogens unmittel-
bar andeuten und dadurch auch aufkliren, ob die Berichtigung
auch notwendig ist oder nicht. Die in den Eckpunkten des
relativen Bildes eines solchen Standvielecks sich treffenden
Tangentenabschnitte werden aus folgenden Gleichungen er-
rechnet:

g R
dagy=0by=———-hy ......43).
. s )
Diese Tangentenabschnitte geben — auf die entsprechenden
Richtungen aufgetragen — das aul den Versuchsbogen be-

zogene relative Bild des Standvielecks. Die rechte Seite der
31, 43) unterscheidet sich nur im Vorzeichen von der rechten
Seite der Gl. 8), was auf die vertauschte Rolle beider Bogen
hinweist (vergl. das am Ende des Abschnittes 3 Gesagte).

Es sei endlich noch bemerkt, dali es in den meisten Fillen
zweckmiBig erscheint, den ersten und den letzten Eckpunkt
des Standvielecks innerhalb des &uBeren Schienenstranges
aullen zu nehmen. In diesem Falle sind nimlich die Winkel
bzw. Pfeilhéhen des Standvielecks geniigend grofi dazu, dal
die aus den (1. 43) gerechneten relativen Tangentenabschnitte
entsprechend klein ausfallen, ebenso damit zugleich das
relative Bild.

n

12. Zweites Zahlenbeispiel (siehe Taf. 17).

Verfertigen wir den Berichtigungsplan jenes Bogens,
dessen Pfeilhghen (am inneren Rande des dulleren Schienen-
stranges mit der Sehnenteilung ¢ =20 m gemessen) in der
Tabelle angefithrt sind. Den ersten und den letzten Eck-
punkt (0 und 38) des durch die Sehnenteilung gegebenen
Standvielecks nehmen wir am #dulleren Schienenstrange in-
wendig auf, damit die dullersten Winkel nicht allzu klein aus-
fallen. Die erste und die letzte Seite des Standvielecks miissen
natiirlich mit den an den Bogen anschlielenden Geraden
parallel sein, von deren Achse sie laut Aufnahme im Abstande
von 0,540 m bzw. 0,420 m liegen. Bei der Berichtigung des
Bogens ist die Bedingung zu beachten, dali ein in der vor-
handenen Strecke liegendes, um 1,20 m gekiirztes Schienenpaar
durch die Berichtigung gegen ein Schienenpaar iiblicher Linge
ausgetauscht werden soll. Der Parameter der Ubergangs-
bogen sei p=150m,

Die Lisung der Aufgabe finden wir in der beigefiigten
Zahlentatel nebst Angabe des Richtungsbischels, des Lage-
und Verschiebungsplanes des Standvielecks (Taf. 17). Die
erste Spalte der Zahlenreihe enthalt die Bezeichnungen der
Eckpunkte des Standvielecks, die zweite die in den Eckpunkten
gemessenen Pfeilhohen, die dritte die Tangentenabschnitte
des nachfolgend errechneten relativen Bildes des Standvielecks.

Das Zelchnen des Richtungsbiischels und Standvielecks
bedarf nach dem vorhergesagten keiner weiteren Erklarung.
Im Lageplane des Standvielecks wurden die Achsen der an
den Bogen anschlieenden Geraden und an denselben auch die
Projektionen der mit 0,5 und 37,5 bezeichneten Halbierungs-
punkte der ersten und der letzten Seite des Standvielecks dar-
gestellt. Die Abstinde dieser mit den Buchstaben K und L
bezeichneten Projektionen sind vom Schnittpunkte T durch
Abmessen festgestellt: KT —=520m, TL=2521,5m. Diese
Werte konnen natiirlich nur als Anua,hmungbwelte betrachtet
werden.
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Der Verschiebungsplan wurde durch Einschalten eines
Versuchsbogens mit dem R =405 m hergestellt. Den Halb-
messer des Versuchshogens errechneten wir auf Grund der
Gl 39), wo jetzt auf der rechten Seite auller den Werten
KT+ TL=520-+521,=1041,6 m und Ly=237 20+

| Lmn
+ ‘% 2 hg?—0,7175- 1,8141= 740+ 0,075—1,302="738,773 m

~Au X
auch noch 1,20 m hinzuzuzihlen ist, weil die endgiiltige Strecke
im Sinne der Aufgabe um diesen Betrag linger sein mul} als
die vorhandene. Anstatt I, mul} also 738,773 4 1,200 =
=739,973 m gesetzt werden. Die in der geschwungenen
Klammer der Gl. 39) enthaltenen GréBlen — mit dem Werte
R =405m gerechnet — sind einerseits in der Spalte ,,Be-
merkung®, anderseits aber wie folgt aufzufinden: {:3 - 1,000784 -
- 1,278568 — 0,0000215 ——1,8141} =(,74502. Die den Wert
des Halbmessers R bestimmende Gleichung wird folglich:
R-0,74502 = 1041,500 — 739,97

sein. Anstatt des aus dieser Gleichung gewonnenen Halbmessers
R =404,72 m wihlten wir den Halbmesser des Versuchsbogens
zu rund R =405 m.

Die Tangentenabschnitte des relativen Bildes des Stand-
vielecks wurden mittels Gl.43) errechnet und in die dritte
Spalte der Tabelle eingetragen. Durch das Auftragen dieser
Tangentenabschnitte nach Richtung und GréBe erhielten wir
das im Verschiebungsplan dargestellte relative Bild A’. Den
zum relativen Bild gehérigen Pol B’ fanden wir im Schnitt-
punkte der mit der ersten und letzten Seite derselben im Ab-
stande von 0,540 +f, bzw. 0,420 +f gezogenen Parallelen.
f ist der Abstand des Kreisbogens des Versuchsbogens von
der Achse der an den Bogen anschlieBenden Geraden, dessen
Wert 0,318 m ist.

Die in Gl 42) vorkommenden Werte XK' T und T’ L werden
im Verschiebungsplane durch Abmessen festgestellt: K17 =
=0,590m, T" L' = 3,440 m. Das Vorzeichen dieser Werte ist
positiv, da ihre Richtung mit jener von KT und TL iiberein-
stimmt. Der genaue Wert der Summe KT + T L wird somit
um 0,590 4 3,440 =4,030 m grofer sein, als die Summe der
Tangentenlingen des Versuchskreishogens. Nach G, 42) wird
KT+TL=4,030+2-405.1,000784 - 1,278568 = 1040,482 m.
Der genaue Wert des Halbmessers mul} also aus Gleichung

(R+6R)-0,74502=1040,482 — 739,973
gerechnet werden. Anstatt des so gewonnenen R +4-0R =
=403,36 m wurde der endgiiltige Halbmesser des Bogens zu
R +0R =403,50 m festgestellt. Der endgiiltige Bogen wird
somit etwas linger ausfallen als der gewtiinschte. Der Mehr-
betrag der Linge ist 0,14 - 0,74502 = 0,104 m, was durch
Anwendung gréflerer Fugen auszugleichen ist. Waire dies im
gegebenen Falle nicht statthaft, so milite der Bogenhalbmesser
mit seinem genaueren Werte in Rechnung gestellt werden.

Das relative Bild (C") des endgiiltizgen Bogens wird somit
ein Kreis mit dem Halbmesser d R = — 1,60 m sein, der zur
Krimmung des Versuchsbogens in entgegengesetztem Sinne
aufzutragen ist, wie dies auch der Verschiebungsplan ver-
anschaulicht. Am so gewonnenen Bogenbild C' sind noch
die den Halbierungspunkten des Standvielecks entsprechenden
Punkte zu konstruieren, welche die auf die Seiten des Stand-
vielecks winkelrecht stehenden Halbmesser aus dem Umfange
des Kreises herausschneiden. Beztiglich des Abstandes 6f der
Endtangenten des O sei bemerkt, dafl dieser im Verschiebungs-
plane nicht einmal bezeichnet wurde, weil er im ganzen nur
3mm groll ist. Nach Gl 36) ist niamlich

P — é - 0,440 - (— 1,50) = 0,003 m.

Der resultierende Verschiebungsplan [A’,C'] bildet den
Berichtigungsplan des Bogens, mit Hilfe dessen die einzelnen

Punkte des endgiiltigen Bogens C derart gewonnen werden,
dall man die Verschicbungsvektoren A’z 1C'c 1 aus den
Ponkten A;,1 des Standvielecks auftragt. Die Tangenten-
und Normalkomponenten der Verschiebungsvektoren sind zur
Erleichterung der Absteckung des Bogens C im Lageplane des
Standvielecks in m-Einheiten vermerkt. Geht man von den
Halbierungspunkten des Standvielecks aus, so findet man
zuerst die Normalkomponenten, und zwar vergréflert im Mal3-
stabe des Verschiebungsplanes, wihrend die Tangenten-
komponenten, — unter Beibehaltung des Malistabes des Lage-
planes — aus den Normalkomponenten folgen.

Die Verschiebungen der Punkte 0,5 und 37,5 fithren zu
jenen Punkten des Kreisbogens des endgiiltigen Bogens, in
denen die Tangente mit den an den Bogen anschliefenden
Geraden parallel ist (Abb. 11, Punkt C). Statt dieser Punkte
wurden die Halbierungspunkte (H) der Ordinaten ahgesteckt,
die mit groBer Annaherung auf die Ubergangsbogen fallen
und diese halbieren. Die Ordinate des Halbierungspunlktes H

ist somit L - (0,318 - 0,003) = 0,160 m. Die Verschiebungs-

2

komponenten des Halbierungspunktes am Anfang und IEnde
des Bogens sind: ug; =+ 2,10 m, vo,5 = — 0,540 — 0,160 =
= — 0,700 m, bzw. ugr;=—4,92m, var,; =—0,420—0,160=
= — 0,580 m.

Die Linge der Ubergangsbogen ist mach Gl 23)

150 .
1= TIE 150 = 55,762 m. Ihr Anfangspunkt vor den Hal-

»2 '

bierungspunkten liegt nach Gl 31) im Abstande von 27,881 -
- [1 — 0,000159] = 27,877 m, wihrend die Abszisse und die
Ordinate ihres duflersten Punktes nach der Gl. 30)

L (150 \4
40 °\403,5)
1,284 -[1—0,000341] =

1 150 \4
403,5/ |
1,284 m

56
sind. Die iibrigen Punkte der Ubergangsbogen kénnen mit
Hilfe der gemafl Abschnitt 8 zu verfertigenden Tabellen ab-
gesteckt werden.

55,762 - — 55,762 - [1—0,000477] =

XB =

et

e D N
b,735 m,

yp=4-0,321- {1—

13. Korbhogen.

Mit Hilfe des Verschiebungsplanes bereitet auch das
Abstecken von Korbbogen keine Schwierigkeiten. Der Ab-
steckplan fir den Korbbhogen — ob mittels des zeichnerischen
oder rechnerischen Vertahrens verfertigt — kann ebenso leicht
hergestellt werden, wie bei einfachen Bogen. Wegen Mangel
an Raum kénnen wir fir die Absteckung der Korbbogen kein
eigenes Beispiel geben, doch wollen wir den Gedankengang
des zu befolgenden Verfahrens in Ankniipfung an das vorige
Beispiel hier besprechen.

Bei der Losung des vorigen Beispiels lasse man die An-
wendung des Korbbogens zu und stelle die Bedingung, daf}
der neue Bogen dem alten Bogen mdéglichst nahe bleibe. Als
Nebenbedingung kann auch hier die Stindigkeit der Linge
der Strecke befriedigt werden, doch sei dies jetzt auller acht
gelassen.

Nach Verfertigung des Lageplanes des Standvielecks ist
auch diesmal vor allem das relative Bild des Standvielecks
— auf irgendeinen Versuchsbogen, eventuell einen Korbbogen
bezogen — zu konstrunieren. Im vorigen Beispiele hatte der
Versuchsbhogen einen Halbmesser von 405 m. Nach Konstru-
ieren des relativen Bildes werden die Kriimmungsverhiltnisse
desselben untersucht. Das vorige Beispiel vor Augen haltend,
kann festgestellt werden, dall die Krimmung des relativen
Bildes A" — abgesehen vom Anfang und Ende — zwischen
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den mit 2,5 und 11,5, sowie den mit 23,5 und 34,5 bezeichneten
Punkten zur Krimmung des Versuchsbogens entgegengesetzten
Sinnes ist.
Punkten hingegen kritmmen sich diese Kurven iiberein-
stimmenden Sinnes. Der neue Bogen bictet sich somit als
dreiteiliger Korbbogen dar, dessen relatives Bild sich ebenfalls
aus drei Kreisbogen mit verschiedenen Halbmessern ergibt.

Um obige Bedingung befriedigen zu kdnnen, ist das relative
Bild des Korbbogens so zu konstruieren, daf von ihm die
Eckpunkte des relativen Bildes A" womdglich in halbe Spur-
weitenentfernung zu liegen kommen, weil diese Punkte am
duberen Schienenstrange des vorhandenen Bogens sind; der
neue Bogen hingegen ist durch die Gleisachse bestimmt. Das
relative Bild des Korbbogens, das abermals mit ¢ bezeichnet
sei, wire ungefihr mit folgenden drei Bogenhalbmessern herzu-
stellen: R, = —30m, § Ry=-+30m,  Ry= —25m. Diese
Kreise bleiben voneinander und von den Geraden der Strecke
in den den Ubergangsbogen entsprechenden Abstéinden
zuriick. Der Verschiebungsplan [A’, ('] bildet den Absteck-
plan des Korbbogens. Die Halbmesser des Korbbogens sind:
R, =405 — 30 =375 m, Ry =405 30 =435 m, Ry =405 —
— 25 =380 m. Die fernere Bearbeitung des Absteclkplanes
geschieht ebenso wie bei den einfachen Bogen. Nebenbei
sei noch bemerkt, daB es allgemein nicht @blich ist, Korbbogen
mit 8o kleinen Halbmesserdifferenzen zu entwerfen.

Bei numerischer Losung der Aufgabe nimmt man die
Anfangsversuchskomponenten z. B. mit den Werten u'e,; =0,
v'o,s=e; — f; an. Nach vorigem Beispiel ist e; = — 0,520 m.
Von den Anfangswerten aus rechnet man mit den GL 9) der
Reihe nach samtliche Verschiebungen u'cy1, vy aus, die
von der Standkurve zum Versuchshogen mit dem Halbmesser
von 405 m fihren. Da der ahzusteckende Korbbogen drei-
teilig angenommen ist, beschlieBen wir auch, daf die End-
tangenten der einzelnen Kreisbogen auBler der ersten und
letzten Seite des Standvielecks auch mit den mif 11,5 und
25,5 bezeichneten Seiten parallel seien. Anstatt den letzt-
genannten Seiten kénnen natiirlich auch deren Nachbarn als
Ubergangstangenten unter den benachbarten Kreishogen ge-
wihlt werden, wenn dies zur besseren Befriedigung oberer
Bedingung wiinschenswert erscheint.  Die Halbmesser der
einzelnen Kreisbogen seien nach obigen Werten gewiihlt und
allgemein mit Ry bezeichnet, wo i=1, 2, 3. Bedeutet R den
Halbmesser des Versuchshogens, so wird 0 Rj=R; — R, i=1,
2, 3, jener Halbmesserzuwachs sein, der aus dem Ubergange
vom Versuchs- zum Korbbogen entsteht. Die allgemeinen
Gleichungen der Verschiebungen zwischen dem Korbbogen
und Standvieleck werden also nach den Gl. 21)
Ugyl = u'xy1 -+ Ajecos Tyrl— Bj-sin Tx+}
Vit =0Ri+ V4l + AivsinTeiy + Bi-costeyy |

(i=1, 2, 3)
sein, wo Ay und By von den Rand- und Anschlufibedingungen
der Kreisbogen abhingige Festwerten sind.

Die Gl.44) bilden den drei Kreisbogen des Korbbogens
entsprechend drei Gruppen, aus denen die Verschiebungen
der einzelnen Kreisbogen einzel ausgerechnet werden kdnnen.
So bieten die in die Gruppe i =1 gehérigen Gleichungen die
zum Kreisbogen R; =R 4 d6R, fithrende Verschiebungen.

. 44)

i 1. "
Hier ist somit x=0, 1,...h, wenn h~|»—9— jene Seite des

Standvielecks bedeutet, — in unserem Falle die mit 11,5 be-
zeichnate, — die mit den anschliefenden Endtangenten der
Kreishogen R, und R, parallel ist. Die Gleichungen der
Gruppe i =2 fithren zum Kreisbogen Ry =R 40 R, und hier

; 1 .
ist x=h, h+1,...k, wenn k 4 T} den letzten Berithrungs-

punkt des Kreishogens R, bezeichnet. Zum Schlusse bringen

Organ fiir die Fortschritte des Lisenbahnwesens. Neue Folge.

Zwischen den mit 11,5 und 25,5 bezeichneten |

LXXII. Band,

die Gleichungen der Gruppe i=3 den Kreishogen Ry =
=R 4§ Ry mit der Wertenreihe x =k,...n hervor.

Zwecks Teststelling der Festwerte der einzelnen
Gleichungsgruppen bedenke man, dafl die Verschiebungen der

mit h 4 - und k - 5 bezeichneten Punkte auch aus zwei

Gleichungsgruppen gerechnet werden kénnen. Die Verschiebung
upeq ist gleichgroB, ob sie aus der entsprechenden Gleichung
der Gruppe i =1 oder i =2 gerechnet ist. Die Verschiebung
Vhs+y hingegen wird aus beiden Gleichungen gerechnet nur
dann gleichgroB sein, wenn zwischen den Kreisbogen R, und
R, kein Ubergangsbogen ist. Ist aber cin solcher vorhanden
und liegen infolgedessen die anschliefenden Tangenten beider
Kreisbogen voneinander in einem Abstande von f,, dann wird
auch zwischen den aus den erwihnten Gleichungen gerechneten
Werten vy, 1 ein Unterschied von f, bestehen. Dasselbe gilt auch
fiir die Verschiebungen des mit k - % bezeichneten Punktes,
wo der Abstand der Endtangenten der Kreisbogen R, und R,
mit f, bezeichnet wird. Subtrahiert man die aus je zwei
Gleichungsgruppen gewinnbaren Ausdriicke der Verschiebungen

1 :
voneinander, so gewinnt man betreffs der mit h - ) und k —%—
bezeichneten Punkte zwei AnschluBbedingungen, die abge-
sondert mit je zwei Gleichungen ausgedriickt werden konnen.

. . 1 .
Die Bedingungen sind betreffs des mit h - bezeichneten
Punktes:
(A;—A,): cos Ty 1—(By— By)- sin 7h13=0, | 43)
. 2 * .. 45),
O0R,—0R,+(A;—Ay)- sintn 1+ (B By)- cos Th+_é_=f2i

wihrend sie betreffs des mit k 4 E—t bezeichneten Punktes:
(Ag—Ay)- cos Ty 1—(By— By)- sin 714 1=0, ] 46
SRy—0Ry+(Ay—Ay)- sinTry 1+ (By— By)- cos T 3=13 Jl f 5 48]

sein werden. Kommt zwischen den Kreisbogen kein Uber-
gangshogen vor, so ist f, =f; =0 zu ersetzen. Zur Bestimmung
der sechs unbekannten Festwerte dienen noch beide Rand-

bedingungen.: vo,5 =v'o,s =¢; — fy und vy} =4 — ;. Diese
werden nach Substitutionen aus den Gl. 44):
R +B,=0 47)

OR;+v'ny 1 d-Agsin e 4 By cosa=re,—1,
sein, wo @ =17n4] ist. Nach Berechnung der Festwerte Aj,
B; aus den Gl 45), 46), 47) kénnen die Verschiebungen des
Korbbogens aus den Gl.44) ohne weiteres ausgerechnet werden.

Beim Abstecken von Korbbogen kann das regelmiBige
Standvieleck ebenso vorteilhaft gebraucht werden wie bei
den einfachen Bogen. Ja, die Verwendung des mehrteiligen
regelmaBigen Standvielecks ist hier gerade winschenswert, weil
die Halbmesser der einzelnen Teilkreise an den Korbbogen
angepaBlt aufgenommen werden konnen; somit wird das
relative Bild des abzusteckenden Korbbogens keinen grolien
Umfang annehmen. Eine eingehendere Besprechung des Ab-
steckplanes ist nunmehr unnétig. Es geniigb daher, auf das
im Ende des Abschnittes 7 Gesagte nochmals hinzuweisen.

ITI. Anhang.
14. Diiferenzialgleichungen der Bogenabsteckung.

Im Abschnitt 4 stellten wir die Differenzengleichungen
der Bogenabsteckung her und wiesen darauf hin, dali diese
(leichungen nach dem Grenziibergange ex—» 0 in Differenzial-
gleichungen iibergehen. Zeichnet man nun die Abb.3 dem
sehr kleinen Winkel ex =d v entsprechend um und gebraucht
dabei die dem Grenziibergange entsprechenden Bezeichnungen,

17. Heft 1935. 52
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so gelangt man zur Abb. 15, aus der die gesuchten Differenzial-
gleichungen unmittelbar aufgeschrieben werden kénnen. Da,
nimlich im Grenziibergang die Punkte H’, I/, K’ sich cin-
ander néhern, so folgt, daB nach Grenziibergang N' K’ —=dr — v
sein wird. Die Differenzialgleichungen der Bogenabsteckung

a, N

Abb. 15. Teilzeichnung aus dem Lageplan des Bogens und der Stand-

kurve, sowie aus ihrem gegenseitigen Verschiebungsplan.

ergeben sich aus den Zusammenhingen der Dreiecke N’ K’ L’
und A’H'L':

d
‘d—_l:——[—V:(SI
A T 48).
A wedl

Dieses lineare Differenzialgleichungssystem erster Ordnung
bestimmt bis auf zwei Integralfestwerte die Verschiebungs-
komponenten der parallelen Tangenten und der
Bertihrungspunkte des abzusteckenden Bogens und

N

N /’

der Standkurve, falls die Verdnderung des Kriimmungshalb-
messer-Zuwachses dr in der Funktion des 7 bekannt ist. Ist
u’, v’ eine partikulire Losung der Gl. 48), so wird ihre
allgemeine Lésung

u=1u'+A cos7—B-sint 49)

v=v'4A-sint - B-cost o
sein. Die Integralfestwerte A und B sind aus den Randbe-
dingungen vy =e; — f und v, =e, — f festzustellen (Abb. 16).
Hier bedeuten v, und v, die den Tangentenwinkeln 7 -—0
und v =« entsprechenden Querverschiebungen, wihrend e
und e, die Abstéinde der Anfangs- und Endtangente der Stand-

der Bogen A und B.

kurve, f aber jener des abzusteckenden Bogens von den
Geraden (t, t) der Strecke sind. In Abb. 16 zeichneten wir die
Kurven A, B und B’ zwecks Vereinfachung als Kreisbogen
ein, obwohl die erklirten Zusammenhinge auch fiir allgemein
gestaltete Kurven giltig sind.

In dem auf Abb. 16 dargestellten besonderen Fall ist
die eine partikulire Losung der Gl 48) v’ =0, v/ =6r =
= 0R =konst., und somit ist ihre allgemeine Losung

u= A-wcosr—B-sin'al 50)
v=0R+A-sint+4 B-cost| )

Wie ersichtlich, sind diese Formeln 49) und 50) @hnlich
aufgebaut wie die Formeln 15), 19) oder 21), woselbst die
Standkurve und der abzusteckende Bogen durch deren
Umbhiillungsvieleck ersetzt wurde. Alle jene dortselbst
gemachten Bemerkungen und Folgerungen erleiden, bei der
Erérterung der behandelten Kurven als stetige Linien weder
eine Erweiterung noch eine Beschrinkung.

15. Kritische Bemerkungen iiber ecinige Anniiherungs-
verfahren.

Unter den Lings- und Querverschiebungen haben die
letztgenannten die groBere Bedeutung. Die Lingsverschie-
bungen entstehen nimlich in der Richtung der Tangente
und sind somit auf die Lage des Bogens nicht von griBerem
Einflu. Ja, sie kénnen, besonders wenn sie — wie dies
bei der Berichtigung der Bogen zu sein pflegt — klein
sind, auch ganz auBer acht gelassen werden. In diesem
Falle liefert die Lisung des Problems die lineare Differenzial-
gleichung zweiter Ordnung, die aus dem System 48) durch
Ausschaltung von u gewonnen wird:

ki +v=4dr
dz? '

Um zu der Differenzialgleichung der in der REinleitung
erwihnten angeniherten Verfahren zu gelangen, vernach-
lissige man den klein vorausgesetzten Wert v auf der linken

Seite der Gl 51). Die so gewonnene
; Gleichung
d*v
3 e
ist die Differenzialgleichung der
erwihnten Verfahren (Nalengz,
Lefort u. a.), aus der durch zwei-
malige Integration die den alten
Bogen mehr oder minder regelmiBig
gestaltenden Querverschiebungen er-
halten werden kénnen.

Aus Gl 52) kann die Grund-
gleichung der erwihnten Ver-
fahren — mittels der die friiheren
Zusammenhéinge darstellenden Abb. 17
— ahgeleitet werden. Da in der Abb. 17
ein Bogenelement des relativen Bogen-

bildes B" B’y B’y =6r-d7=dds ist, so

Abb. 16. Lage- und Verschiebungsplan wird die erste Quadratur der Gl.52)

-(C]I—";:(SS—I—UD C e
sein. Hier bedeutet der Integralfestwert u, nach der Gl. 48,)
die zu ds =0 gehorige Lingsverschicbung im Anfangspunkt
der Bogenmessung.

53)

Es seien die Anfinge der Bogenlingenmessung an den
Bogen A, B und B’ der Reihe nach in den entsprechenden
Punkten A, B, und B’;, deren Tangenten parallel sind. Bilden

Ay, By und B’ ein entsprechendes Punlkttripel, so wird Z\n—}zx:s,
— —— . .
ByBx=s-dsund B B'x=4Js sein. Am Bogen B bezeichneten

wir mit Ey jenen Punkt, dessen Bogenabstand vom Punkte B,
mit dem Bogenabstand des Punktes Ay von A, iibereinstimmt,
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Wegen, ihrer gleichen Bogenabstinde nennen wir A, und Ey
T =
Also ist BoEx=A,Ay=s und

ﬁx =ds. Der Neigungswinkel der Tangente von Ey mit der
Tangente der Punkte Ay bzw. By ist d7. (Beziiglich des Ge-
brauches des Zeichens § vergl. das in Abschnitt 3 Gesagte).
Nun gewinnt man aus Gl 53) durch wiederholtes Integrieren
folgenden Ausdruck fiir die Querverschiebungen

der Bogen A und B:

isometrische Punkte.

.. 54), Gyx

Tangente von By einen Punkt D, der an der zu Punkt Eg
gehorigen Evolvente liegt. Nachdem wir den Neigungswinkel
d7 allgemein sehr klein voraussetzen, kann die Verschiebung

Ax Ex mit der Verschiebung Ax D = Ay, < By, x = A’ B’y gleich-
groll angenommen werden. Fiihrt man in den Verschichungs-

plan auch noch die Verschiebung A’ E'x = A E ein, so kann

X
v=[ds-dr4u,- v+ v,
0

wo der neuere Integralfestwert v, die Quer-
verschichung der Anfangspunkte A,, B, bedeutet,
Die Integralverinderliche 7 ist an der unteren

Grenze Null, sie nimmt an der mit x bezeichneten
oberen Grenze den mit der Anfangstangente ge-
bildeten Neigungswinkel der Tangente von Ay auf.
Aus Gl 54) gelangen wir mittels der gleich zu
beweisenden Substitution A
ds-drt=ds-d7 55)
zur Grundgleichung der erwihnten Ver-

fahren: x
v=Jdr-dsduy-74v,. ..
0

wo die Integralverinderliche s an der unteren
Grenze gleich Null ist; an der oberen Grenze aber
nimmt sie die Bogenlinge des Punktes A an.
Um diese Gleichungen des Naheren erkliven zu
kénnen, untersuchen, wir wie folgt in Abb. 17 die
durch die Punkte Aj, B, und B’, gehenden Evolventen und
stellen deren, Zusammenhinge fest.

54%),

Ein Bogenelement der zu Punkt B’; gehirigen und mit B’
bezeichneten Evolvente ist ds-dz. Das Integral in Gl. 54)

bedeutet die Bogenlinge ﬁg, x dieser Evolvente, wenn man
mit B'y, « den Schnittpunkt der Evolvente und der Tangente
des Punktes B’; bezeichnet. Der in Gl. 54) rechts stehende
Ausdruck wird also mit der Linge der Linie FG B, B'y, . gleich
sein, wo m:ug mit der Tangente von B’), A’F =u, aber
mit jener des Punktes B'x parallel ist. Demzufolge wiirde die
Verschiebung v die Linge dieser Linie geben, withrend ihr
wirklicher Wert die Projektion dieser Linie auf das Lot der
Tangenten von B’y ist. Es folgt daraus, daB der Wert v auch
aus den obigen Gleichungen richtig gewonnen werden kénnte,
wenn man die Integration und Addition als Summierung im
geometrischen Sinne auffassen kénnte, und in die Gleichung
auch noch die auBer acht gelassene Lingsverschiebung u—u,
eingehen sollte. Die obigen Gleichungen wiren also durch
Vektorengleichungen zu ersetzen.

Die parallelen Bogenelemente der durch die Anfangs-
punkte A, By und B’, gehenden Evolventen entsprechen
beziiglich der parallelen Tangenten und Beriihrungspunkten
einander. TIn dieser Beziehung bilden also auch die an den
parallelen Tangenten liegenden Evolventenpunkte Ay x, By, s
By, x ein entsprechendes Punkttripel. Aus dem Prinzip der

P X LG ] o
von uns angewandten Relativitat folgt, dafl B’ By, x= By By, x—

—mo,x ist, d. h. die Linge der Evolvente des rela-
tiven Bildes ist gleich dem Unterschiede der ent-
sprechenden Evolventenlingen beider Bogen. All-
gemein kann behauptet werden, dafi der Unterschied der
entsprechenden Evolvente zweier Bogen auch fiir
sich eine Evolvente ist.

Aus demselben Grundsatze folgt ferner, daBl die Ver-
schicbung der Punkte Ap y und Bgy sich aus dem Ver-

schiebungsplane 17b ergibt, also ist Ay x By, x=A"B';, ;. Der

mit dieser Verschiebung parallele Vektor Ay D bestimmt an der

+N

Abb. 17. Verschiebungen zweier Bogen und Zusammenhang der entsprechenden

Evolventen derselben.

der Punkt B’y mit B'y, « als identisch betrachtet werden, also ist
E'x=0Bg, x. Die relative Verschiebungslinie der isometrischen
Punkte deckt somit die Evolvente E' mit groBer Anniherung.
Die Bogenelemente dieser Linie kénnen mittels Ahb. 18
wie folgt berechnet werden. Die relative Verschiebung der End-
punkte der isometrischen Bogenelemente A A;=—E, F; —ds
ist FB;, wenn F den durch die Parallelen ExF||AcA; und
AiF|| Ax By bestimmten Punkt bedeutet. Infolge der Gering-
fuigigkeit des Winkels d7 ist FE; =ds-dz. Fir die Bogen-
elemente der Bvolvente I erhalten wir somit zwei Ausdriicke,
aus deren mit groBer Anndherung bestehenden Gleichheit
folgt, daBl ds-dv=ds-d7 ist. Damit ist Gl 55) bewiesen.

Die Gl 54) und 54%) decken sich somit mit einer vom
analytischen Standpunkte aus einwandfreien Anniherung.
Diese Anniherung st

um so vollkommener, je a, b v E,g"
geringere Werte 87 und

ds in der gegenseitigen /
Bezichung beider Bogen, £x

auftauchen. Ganz anders
steht der Tall bei den
Gl 51) und 54), deren
Ergebnisse im allgemei-
nen Falle voneinander
wesentlich abweichen.

Abb.
Die GIL 54%) kann Relative Verschiebung der Endpunkte

18.

leicht in jene Gestalt ge-
bracht werden, die beim
Verfahren der Pleilhéhendifferenzen oder Evolventendifferenzen
gebriuchlich ist. Tm Abschnitte 1 wurden die Winkel

isometrischer Bogenelemente.

dr=2¢y der am alten Bogen lisgenden Standkurve A

in den Abstiinden d s = ¢ mit den Pfeilhshen gemessen. Ebenso
verfahre man jetzt auch am Bogen B und bezeichne mit h' dort-
selbst die der Sehnenteilung ¢ entsprechende Pfeilhéhen. Dann,
ist der Neigungswinkel beider isometrischen Bogenelemente:

2
0 Tx+) = — Zh's—hg). ... 56).
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Mittels Substitution von 56) und ds =g, ferner bei Austausch
des Integralzeichens mit dem Summenzeichen wird aus Gl. 54%)
vet1 = 2 22 (h'sx— hg) + 5 Tx41 +7p - . a7).

Diese Gleichung ist die wohlbekannte Gestalt der Grund-
gleichung der erwihnten Verfahren, in der gewShnlich
1, = v, =0 gesetzt ist. Auch diese Gleichung ist einwandfrei,
wenn nebst 1, = v, = 0 die zweite Summation in geometrischem
Sinne aufgefaBt und der so gewonnene Vektor in Richtung
von v projiziert wird,

Zur Beleuchtung der Ungenauigkeit der erwdhnten Ver-
fahren stellen wir die Verschiebungen zweier Kreise mit Hilfe
der Gl. 54) her, und vergleichen die so gewonnene Formel mit
der aus der Gl.50,) sich ergebenden Formel. Ist der Unter-
schied des Halbmessers beider Kreise 0 R, dann ergibt sich
mittels Substitution von ds =0R -7 aus der erstgenannten
die Formel:

1
7:6R-?r2—|—uo-f+v0. . B8},
aus der zweiten aber die Formel:
v=0R +u,-sint+ (vg—OR)-cosT ...59).
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Abb. 19. Die Evolute und die Evolventen des relativen Bildes.
Aus dem Vergleiche wird klar, dal die den genauen Wert
liefernde Gl. 59) nur dann in die Gestalt der Gl. 58) gebracht
werden, kann, wenn 7 und v, klein ist. In diesem Falle kinnen
; 1 -
nimlichsinr=7undcostr=1—+ 12 substituiert werden, der

2
1 o
Wert v, - 5 7% aber kann vernachlissigt werden. Vom analy-

tischen Standpunkte aus gibt somit die Gl 58) und mit ihr

auch die erwihnten Verfahren nur dann befriedigende

Ergebnisse, wenn v nicht groB ist und die Verschicbungen

gering sind.

16. Die Rolle des relativen Bildes in der graphischen Integration
der Differenzialgleichungen.

In Abb. 19 ist der dem Bogen A entsprechende Pol A’,
das relative Bild B’ des Bogens B, ferner die Evolute N’ und
eine ivolvente E' des Bogenbildes B dargestellt. Die Tangenten
und Normalen der zusammengehorigen Punkte B's, N's, B') x
sind parallel. Die Abstiinde des Poles A" von diesen Tangenten
und Normalen ergeben die Verschiebungskomponenten des
Bogenpunktes By, des Kriimmungsmittelpunktes Ny und des
Evolventenpunktes By, x von den entsprechenden Elementen
des Bogens A. Bezeichnet man den Abstand des Pols A" von
der Tangente des Punktes B’ auch diesmal mit v, dann folgt

aus den Gl 48,) und 51), daB der Pol A’ von der Tangente des

Punktes N’y im Abstande u = d—Y-

I von seiner Normalen aber
T

2
im Abstande von i
dz?

Das gegenseitige Verhiltnis bei den Kurven E’ und B’
ist das gleiche wie bei B’ und N’. Deswegen ist der Abstand
des Pols A’ von der Tangente des Punktes B'p, i gleich dem
Integral [v - dz, deren erste Ableitung genau mit dem Ab-
gtande v des Pols A’ von der Tangente des By gleich ist.
Die Unbestimmtheit des Integrals entspricht der Unbe-
stimmtheit der Hvolvente. Fixiert man die Evolvente des
Bogenbildes, so wird auch das Integral bestimmt sein, und
umgekehrt, zu jedem bestimmten Integral gehort eine be-
stimmte Evolvente.

Das eben vorgetragene filhrt uns zu jenem Gedanken-
kreise, den Lord Kelvin, E. Meissner und ihre Anhinger
fiir die graphische Integration der Differenzialgleichungen
— auf anderen Wegen — ausgebaut haben. CGeht man von
der Kurve B’ aus, die neben dem Pol A" durch irgendeine
Funktion v () und deren erste Ableitung vdéllig bestimmt
wird, so konnen ihre Evoluten und Evolventen erster und
héherer Ordnung samt B’ konstruiert werden. Der Abstand
der Tangenten der einzelnen Hvoluten und Evolventen vom
Pol A’ stellt die Ableitungen bzw. Quadraturen erster und
hoherer Ordnung der Funktion v (7) dar. All diese Kurven
kénnen mit irgendeiner die Funktion v () bestimmenden
Ditferenzialgleichung in Verbindung gebracht werden; gelingt
es, eine dieser Kurven mit Hilfe der Differenzialgleichung
zu konstruieren, so wird gleichfalls auch die graphische
Integration der Gleichung méglich sein. Um dies erreichen
zu konnen, sind zu dieser derartig konstruierten Kurve noch
die entsprechenden Evoluten oder Evolventen zu konstruieren,
damit das die Funktion v {z) bestimmende Bogenbild B’
gewonnen werden kann.

Diese Verbindungen beniitzten auch wir bei der Losung
der uns gestellten Aufgabe. Auch kann zum Schlull noch
festgestellt werden, daf wir zwecks Losung unserer Aufgabe
durch das unmittelbare Konstruieren des im Mittelpunkte der
fraglichen Kurven stehenden und die Funktion v () bestimmen-
den relativen Bildes zugleich das méglichst zweckdienliche
Verfahren wihlten.

liegt.

17. SehluBwort.

Durch diese Arbeit verfolgten wir ein zweifaches Ziel.
Einerseits wollten wir fiir die Aufgaben der Bogenabsteckung
und Bogenberichtigung ein ebenso einfaches wie genaues Ver-
fahren geben, anderseits verkniipften wir unser Vorhaben mit
der Darstellung einer Theorie, die nebst richtiger Beleuchtung
des in Frage stchenden Problems auch zur richtigen Beurteilung
einzelner angeniherter Verfahren verhilft. Auf Grund unserer
Torschungen kénnen aber auch andere angenaherte Verfahren
durchgebildet werden, beispielsweise ein solches, das durch
zweckmiiBige Wahl der Standkurve nebst gleichgrofien Winkeln
auf dieGl. 54) aufgebaut werden kénnte. Dieses sonst bemerkens-
werte Verfahren kénnte mit Bezug auf die Annfherung samt
den erdrterten angeniherten Verfahren derselben Beurteilung
anheimgestellt werden, es konnte semit nur in begrenzten
Fillen gebraucht werden. Anstandslose Annéherungsverfahren
kénnen durch Losung unserer Gleichungen mittels allgemein
giiltiger Annitherung gebildet werden, wozu aus dem Schrift-
tum der Theorie der Differenzialgleichungen reichlich Stoff
vorliegt. Unsererseits wollen wir aber vorldufig in eine solche
Erorterung nicht eintreten; wir erachten dies auch fur iiber-
fliissig, da das hier vorgefiihrte, streng genaue Verfahren mit
Bezug auf Einfachheit und Ubersichtlichkeit den angeniherten
Verfahren kaum nachgesetzt werden kann.
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